Graphen und Algorithmen WS 23/24

Ubungsblatt 4
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Aufgabe 1
Algorithmus:

(1) Initialisiere Menge S:={z€ V(M) |zz€ E(G)}, R = @.

(2) Solange S # @, nimm Knoten s € S und seinen Matchingpartner ¢ € V(M) mit
ste E(M).

o Falls t existiert:

— Fiige s, t in Ergebnismenge ein. R := RU {s, t}

- S:=(S\{s,t}) U{ze V(G)|tz¢ E(M)\ z¢ R}
o Falls ¢ nicht existiert:

- S:=5\{s}

— R:=RU{s}

(3) Falls y € K mit y ¢ V (M), existiert ein Verbesserungsweg von x nach y.

Uberarbeiteter Algorithmus:

Sei 1y eine Ecke des zusammenhéangenden Graphen G mit 29 ¢ V (M), Level f;(0) :=0
und Vorganger f(0) = —1.

(*) Wenn es unter den bereits gewédhlten Ecken xy, ..., x5 eine Ecke z; gibt mit Level

filt)y =1L
(1) Falls [ ungerade ist: Wahle einen Nachbarn yin V(G) \ {2y, ..., zs} mit zyy € M.
(2) Falls [ gerade ist: Wahle einen Nachbarn y in V(G) \ {0, .., zs} mit zy ¢ M.

Setze x1 =y, fi(s+1) =1+ 1 und f(s+ 1) = t; iteriere (*).
R :={x,..., 7}

Beweis. Nach Satz 1.1.1 (Spannbaum) wird ein Spannbaum gebildet. Zeige induktiv
iiber s, dass es jeweils einen 1y, x; M-alternierenden Weg gibt Vz; im Spannbaum.

IA: s = 1: Es wurde z; gefunden mit 2oz € E(G) und xpx; ¢ M, da f(0) = 0 gerade
ist. Also ist der Weg M-alternierend. v

IV: Es gibt fiir jedes bereits gefundene z; einen M-alternierenden xy, z,-Weg fiir alle
Tlye.oy s

IS: Ein neuer Knoten z,1 wird gefunden mit dem Nachbarn x;. Der gy, z,-Weg endet
entweder mit:
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(1) Kante z;z; € M, falls fj (i) ungerade. Dann gilt nach dem Algorithmus f; (t) = f; (i)+1
gerade ist und zwischen den neuen Knoten z,11 und z; muss eine Kante existieren,
die nicht im Matching ist. Aufgrund der IV ist der xy, zs11-Weg M-alternierend.

(2) Kante z;2¢ ¢ M, falls f; (i) gerade. Dann gilt nach dem Algorithmus f; () = f; (i) + 1
ungerade ist und zwischen den neuen Knoten zs;; und z; muss eine Kante existieren,
die im Matching ist. Aufgrund der IV ist der ay, zs11-Weg M-alternierend.

O
Falls z; € R existiert mit z; ¢ V(M), dann gebe Pfad aus mit:
o Solange s # —1, gebe s aus. Setze s:= f(s).

e Sonst gib nichts aus.

Aufgabe 2

Vss: G k-regulér, bipartiter Graph, dg (k) Vz € V(G).
BEeH: Fiir £ > 1 besitzt G ein perfektes Matching M (d.h. V(M) = V(G)).

Beweis. G besteht aus m Komponenten K7, ..., K,,. Wenn jedes K; ein perfektes Matching
M; besitzt, dann ist M = U | M; ein perfektes Matching von G.

0.B.d. A. sei G zusammenhédngend. Nun existiert eine Partition von genau zwei An-
ticliquen A, B, sodass |A| = |B].

Nun gilt: finden wir ein Matching von A (d.h. V(4) C V(M)), so ist das ein perfektes
Matching, d.h. aufgrund der HALL-Bedingung fiir A.

% |Ng(X)| > |X|VX C A.

Fall 1 |X| <k Dann |Ng(X)| > k> |X].
Fall 2 |X] = |A| Dann X = A. Ng(X) = B = |B| = |A|.

Fall 3 £ < |X| < |A| Wegen der k-Regularitét von z € X miissen k- | X| Kanten aus X
herausgehen und in Ng (X) landen. Aus Ng (X) gehen k- | Ng (X)| Kanten heraus,
die nicht unbedingt in X landen miissen

Also k- |Ng (X)| > k- | X], also [Ng (X)| > |X], d.h. V(A) C V(M).

Aufgrund der HALL-Bedingung existiert ein Matching M von G mit V(4) C V(M),
wegen |B| = |A| und A Anticlique muss also V(AU B) = V(G) = V(M). Also besitzt
G ein perfektes Matching. O
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Aufgabe 3

[fextensiv, wenn X C f(X) fiir alle X € 9, k, n mit 0 < k< 3.
N Menge mit |N| = n, B (N) = Menge aller k-elementigen Teilmengen von N.
Beh: es gibt eine extensive Injektion von B (N) nach P (N).

Beweis. Betrachte bipartiten Graphen G mit den Farbklassen A := By (N) und B :=
PBr+1 (N) in dem a € A und b € B genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn
a C b gilt. Jedes a € A hat genau n — k viele (k— 1)-elementige Obermengen in 3 (N).
Jedes b € B hat genau k+ 1 viele k-elementige Teilmengen in P (N).

Folglich: Einerseits hat X C A genau (n — k) |X| viele Kanten mit einem Endpunkt
in X und dem anderen in Ng (X). Andererseits hat X C A aber auch nur hochstens
(k+1) |[Ng (X)| viele solche Kanten.

(n=k) |X] < (k+1) [Ng (X)] (1)
n—k
<~ |N > X 2
INe (X 2 1= 14 (2)
n—k
> >
k+1_1<:>n_2k+1 (3)
= k< g (nach Voraussetzung) (4)

Also ist die HALL-Bedingung fiir G erfiillt und damit existiert ein Matching von A. Es
gibt also ein Matching M von A nach B. Durch f(a) := b, falls ab € M, a € A, b€ B
wird die gewiinschte extensive Injektion von A definiert. O

Unter welchen Voraussetzungen gibt es [ viele extensive Injektionen?

Wir definieren C' := A x {1,...,[} und betrachten den bipartiten Graphen G mit
Farbklassen C und B, in dem (a,7) € C und b € B genau dann durch eine Kante
verbunden sind, wenn a < b gilt. Jede Ecke z € C hat dann (abermals) n — k Nachbarn
in B, jede Ecke in B jedoch [- (k+ 1) viele Nachbarn in C, sodass es zu X C C einerseits
genau (n — k) | X| viele Kanten mit einem Endpunkt in X und dem anderen in Ng (X)
gibt, andererseits aber auch nur héchstens /- (k+ 1) | Ng (X)] viele solche Kanten.

(n—#k) |X] < 1(k+1) [Ng(X)| (5)
e |Ng(X)| > l~7(lk+k1) \X|l'7(lk+kl) >1 = n>k+k—1 (6

In diesem Fall ist die HALL-Bedingung erfiillt. Also gibt es ein Matching M von C nach
Bund fiir ¢ C {1,..., 1} wird durch f; (a) := b, falls (a, ) b € M, eine extensive Injektion
fi von A nach B definiert, so dass die Bildmengen disjunkt sind.

Aufgabe 4

Aufgabe 5

Vss: G bipart. Graph, A, B Farbklassen, § = { V(N) N B| N Matching in G}
%: (B,§) Matroid.
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Beweis. (i) N={@,0} Matching — V(NNNB=92€J§ v

(ii) Seien F C F' € § zu F' ex. Matching, durch Einschrinkung auf Kanten e mit
eN F' # & entsteht Matching N mit V(N) N B = F. v

(iii) Seien F,F' € §, |F| < |F'|. Dann existiert d € F'\ F (sonst wéare |F'| > |F|). Zeige
Fu{d} € 3.
Seien N, N Matchings zu F, F'.

G’ bipartit.
—> jede Ecke ist nur zu maximal zwei Ecken benachbart.
= (@ besteht nur aus alternierenden Wegen und Kreisen.

Da |F'| > |F| existiert ein Weg ungerader Linge mit Anfangspunkt in F', denn
sonst hétte jeder Weg, der in F'\ F anfingt, einen Endpunkt in der zweiten Farb-
klasse, um zu enden, endet er in F'\ F, er kann aber bei gerader Lange nicht in
F'\ Fenden (Ecke aus F'\ F sind nur durch N angebunden). 4

Also gibt es einen Weg ungerader Liange mit Startpunkt d.
Alsoist d, ..., zp Verbesserungsweg von N, = neues Matching erfiillt V(M)NB =

Fu{d}.
O
Aufgabe 6
Vss: a = (4;),c; endliche Familie von endlichen Mengen.
%:a besitzt genau dann Représentatensystem, wenn !Uze JA]-‘ > |J| fir JC L
»—* Sei JC I, (2;);; Repréisentatensystem. Dann
= failie 1| (®)
———
ngGJA]'
< U4 (9)
jeJ
v

»"“ Sei G bibpart. Graph mit Farbklassen / und |J,.; A; mit Kanten zwischen i € I
und b€ J;c;4i <= be A
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Sei JC L
1< 4 (10)
jeJ
= |N¢ ()| (11)

Aufgrund des Satzes von HALL existiert Matching von I nach J;c; A;. Also Repri-
sentatensystem.
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