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1. Baume

1.1. Breiten- und Tiefensuchbaume

1.1. Ein (einfacher, ungerichteter) Graph ist ein paar G = (V, E), be-
stehend aus einer Menge V von Ecken (engl. vertices) und einer Menge
EC {{z,y}|z+# yaus V} von Kanten (engl edge).

V(G) =V
E(G):=F (1.2)

Fir Kanten wird auch tiblicherweise die Schreibwese zy anstelle von {z,y} benutzt.
Also ist auch zy = yx. In alter Literatur wurde teilweilse auch z € G und e € G anstelle
von £ € Vund e € F benutzt. Diese Schreibweise wird nicht mehr benutzt!

In dieser Definition wurden nur einfache ungerichtete Graphen definiert. Es gibt jedoch
auch Definitionen fiir gerichtete Graphe (also zy # yx) und Graphen mit Mehrfachkanten
(Graphen mit mehreren unterschiedlichen Kanten zy). Es kommt bei einfachen, unge-
richteten Graphen also nur darauf an, wie die Knoten miteinander verbunden sind, nicht
wie hdufig oder in welche Richtung! Insbesondere ist es auch egal, wie man einen Gra-
phen zeichnet, solange die Anzahl Knoten und die Verbindungen zwischen den Knoten
passen. Als Beispiel seien hier zwei Zeichnungen des PETERSEN-Graphs in Abbildung 1.1
gezeigt.

Abbildung 1.1.: Zwei Varianten des gleichen Graphen (PETERSEN-Graph)

1.2. Fir a2y € Esind z,y € V benachbart bzw. z ist Nachbar von y.

Alle benachbarten Graphen seien endlich (G endlich <= V (und E) sind endlich).

1.3. Ein Graph H heifit Teilgraph des Graphen G (in Zeichen: H < G),
falls V(H) C V(G) und E(H) C E(G).
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Fiir Teilgraphen ist zu beachten, dass nicht jede Kombination aus V' C V(G) und
FE C E(G) ein Graph ist. Werden beispielsweise Kanten in £ aufgenommen, die Knoten
enthalten, welche nicht in V' enthalten sind, ist das resultierende Paar H= (V', ') kein
Graph und damit auch kein Teilgraph von G. Man kann jedoch Teilgraphen basierend
auf einer Teilmenge von V(G) konstruieren.

1.4. Fir X C V(G) sei
G[X] = (X {zy e E(G)|z,y € X}) (1.3)

Ein solcher Graph G[X] heifit dann der von X induzierte Teilgraph.
Fir FC E(G) sei

G[F]:=(V(G),F) (1.4)

der von F'induzierte Teilgraph.
Es gilt G[X] < Gund G[F] < G.

Beispiele fiir induzierte Graphen sind in Abbildung 1.2 und Abbildung 1.3 gezeigt.
Wiéhrend der aus Knoten induzierte Teilgraph nur eine Teilmenge aus Knoten im Teil-
graph hat, sind in einem aus Kanten induzierten Teilgraphen stets alle Knoten aus dem
urspriinglichen Graphen enthalten, auch, wenn sie mit keiner Kante des Teilgraphen
verbunden sind.

G
X
G[X]

Abbildung 1.2.: Aus Knoten induzierter Teilgraph

G[F]

Abbildung 1.3.: Aus Kanten induzierter Teilgraph
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1.5. Fir X C V(G) entsteht

G-X=(V(G\ X {zye E|z,yc V(G)\ X})
= GIV(G)\ X]

durch Loschung der Ecken in X aus G.
Fir F C FE(G) entsteht

G—F:=(V(G),E(G)\ F) .
— GIE(G)\ F (18)

durch Loschung der Kanten in F aus G.

Besteht X aus nur einer Ecke z, so wird auch die Notation G — z:= G — {z} benutzt.
Analog wird G — e := G — {e} fir F = {e} benutzt. Es gilt wieder G — X < G und
G—F< (G, alsoauch G—z< Gund G—e< G.

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Definition von Zusammenhang.

1.6. Fiir zwei Ecken a,b € E(G) heifit eine nichtleere Folge P = xp,. ..,z
von paarweise verschiedenen Ecken z; mit

T =a (1.9)
n=>= (1.10)
Vie {1, RN l} X% € E(G) (111)

ein Weg von a nach B der Linge [, auch a, --Weg genannt.
Die Ecken a, b dieses Weges heiflen Endecken, alle anderen sind innere
Ecken.

Besonders zu beachten ist hierbei, dass die Lange des Weges 1 kleiner ist als die Anzahl
Knoten in P! Fir den Weg kénnen auch Kanten- und Knotenmengen definiert werden:

1.7.

V(P) = {a, ..., 2} (1.12)
E(P) = {%71%2 1€ {1,...,[}} (1.13)

(V(P), E(P)) ist auch wieder ein Teilgraph und wird manchmal auch a, b-Weg (also
wie oben) genannt. Diese Teilgraphen sind immer kreisfrei, da gemé#fl Definition die
Ecken z; € V(P) paarweise verschieden sind. Insbesondere sind auch einzelne Kanten
oder auch einzelne Knoten Wege.

Aus der Teilgraphendarstellung eines Weges lésst sich die Folgendarstellung (bis auf
die Durchlaufrichtung) zuriickgewinnen.
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1.8. Mit a ~¢ b <= 3 a,b-Weg in G wird eine Aquivalenzrelation auf
V(@) definiert. Die Aquivalenzklassen heien Zusammenhangskompo-
nenten oder Komponenten. Auch die von den Komponenten induzierten
Teilgraphen heilen Komponenten.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, da sie reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Die Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich erfiillt, da der Graph ungerichtet
ist und fiir jeden a, b-Weg auch immer ein b, a-Weg existiert. Fiir die Transitivitdt kann
man einen a, b-Weg und b, c-Weg im Graphen betrachten. Um einen a, c-Weg zu finden,
verfolge man den a, b-Weg, bis man auf einen Knoten stéft, der auf dem b, c-Weg liegt.
Verfolgt man ab hier den b, -Weg, hat man einen a, -Weg gefunden. Abbildung 1.4
zeigt solche a, b- und b, c-Wege im Graphen.

Abbildung 1.4.: a, -Weg und b, c-Weg in einem Graphen

1.9. Ein Graph mit hochstens einer Komponente heiffit zusammenhén-
gend. Ist ein Graph nicht zusammenhéngend, so heiit er unzusammen-
hingend.

Als abkiirzende Schreibweisen werden in dieser Vorlesung auch zshgd und zh fir ,,zu-
sammenhéngend“ benutzt.

1.10. Ein Graph T heiit Baum, falls T zusammenhéingend ist und
T — eVe € E(T) unzusammenhéngend ist. 7' ist also minimal zusam-
menhingend.

1.11. Ein Wald ist ein Graph, dessen Komponenten Badume sind. Ein zu-
sammenhdngender Wald ist ein Baum.

Verfahren 1.1: Sei 29 € V(G). (*) Wenn es unter den bereits ge-
wahlten Ecken g, z,...,2; eine Ecke z; gibt, die einen Nachbarn y €
V(G) \ {x0,...,n;} besitzt, dann setze 2,7 = y und f(I4+1) := t und
iteriere (*).
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Satz 1.1. Verfahren 1.1 endet mit einem Teilbaum.

T:= ({z0,..., 5}, {maygy |t {1,....}}). (1.14)
Dabei ist {xg,...,x;) = V(T) die Komponente von G, die xy enthdilt.

Ein Beispiel dafiir ist Abbildung 1.5. Das Verfahren ist nicht deterministisch, da in
jedem Schritt ein Nachbar eines beliebigen Knotens aus der Menge gewéhlt werden kann.

Abbildung 1.5.: Erzeugung eines Baums aus einem PETERSEN-Graph

Bemerkung: Fiir ¢ € {0, ..., I} liefert @, 2y, Tyf)s - - - » o den zy, 70-Weg in T.

Beweis. Das Verfahren endet, weil in jedem Schritt die Folge xy, ..., 2, um eine noch
nicht dort enthaltene Ecke z;_; vergrofiert wird und V(G) endlich ist.

Sei Ts = ({:1:0, cey Tty {xtxf(t) ‘ te{l,..., s}} ) Zeige induktiv iiber s, dass T ein
Teilbaum von G ist.

Fir s =0: Tp = ({x0}, @) ist Teilbaum. v

Sei nun Ty, ..., Ts Teilbaum von G. z: Auch T,y ist ein Teilbaum von G.

Nach IV gibt es in Tj fiir jedes j € {0, ..., s} einen w;, zp-Weg, also gilt z; ~c Wegen
Ts11 7541y € E(Tst1) gilt auch zg11 ~ 4,541y, also

Vi€ {0,...,8}: xs1 ~Ty . T0

—Vi,j€{0,...,s+ 1}z ~p,

1 L

— Ts11 zusammenhingend

% :Ts11 — e unzusammenhéngend Ve € F(Tgt1)

Fir e = zg11%p541) I8t 2541 Zu keiner Kante in 751 — e inzident; insbesondere gibt es
keinen 1, 70-Weg in Tyy1 — e. Fiir e € E(Ty1) \ {zep127501)} = E(Ts) ist nach IV
zumindest T — e unzusammenhéngend. Daher existieren a,b € V(T — e) = V(T5) so,
dass kein a, --Weg in T existiert.

Gébe es einen a, b--Weg P in Ts11 — e, so enthilt P die Kante Ts41Tf(s41) oder die Ecke
Zsr1. In beiden Fallen enthdlt P die Ecke z,11 und zwar als innere FEcke. Aber s, 1 ist
in Tsy1 mit nur einer Kante inzident (ndmlich 5417y, 1) und kann daher nicht innere
Ecke eines Weges in T sein. 4
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Folglich gibt es keinen solchen a, b-Weg in T,11. Entsprechend ist Ts;; — e unzusam-
menhédngend. Somit ist Tsy1 ein Baum.

Sei H (bzw. V(H)) die Komponente von G, die 2y enthélt. z: V(T) = V(H).

T ist zusammenhéangender Teilgraph von G, der xy enthélt. Daher V(T) C V(H).

% V(D) ¢ V(H).

Andernfalls gébe es ein z€ V(H)\ V(7). Da H zusammenhéangend ist und zp € V(H)
existiert ein z, 29-Weg @ in H.

Q= Y0 ,Y1,--s Yk (1.19)
=2z =0

Daher existiert j € {0,...,k} mit y; € V(T) und yj1 ¢ V(7). Also ist yjy1 = ¢ fiir
t € {0,...,[}. Also existiert nach Abbruch der Iteration von Verfahren 1.1 mit o, ..., 2
eine Ecke y = yj11 € V(G) \ {0, ..., z;} mit einem Nachbarn z;, ¢t € {0,...,}. 4

Somit ist V(H) = V(T). O

1.12. Ein Teilgraph H von G heifit aufspannend, falls V(H) = V(G). Ein
Teilbaum von G heifit Spannbaum, falls er aufspannend ist.

Verfahren 1.1 liefert also einen Spannbaum derjenigen Komponente von G, die
enthélt. Die gezielte Auswahl des dltesten oder jiingsten gesehenen Nachbarn in Verfah-
ren 1.1 fithrt zu Breitensuche bzw. Tiefensuche.

1.1.1. Breitensuche

1.13. Die Lénge eines kiirzesten a, b-Weges im Graphen G heiit Abstand
von a, b. Bezeichnung: dg (a, b).
Gibt es keinen solchen Weg, so setze dg (a, b) = 0.

Also min{ |E(P)|: P ein a, b-Weg} U {oo} = dg(a,b). Als Beispiel sei hier Abbil-
dung 1.6 gezeigt. Indem man irgendeinen Pfad im Graphen sucht, kann man zwischen
zwei Ecken a, b immer eine obere Schranke fiir dg (a, b) finden. Durch systematisches
Aufspannen des Graphen mit Breitensuche kann man den Abstand aller Ecken zu a im
Graphen und damit auch dg (a, b) bestimmen.

Satz 1.2. dg: V(G) x V(G) — N ist fiir zusammenhdngende G eine Metrik, also
(1) dg(a,b) >0 und dg(a,b) =0 <= a=1b

(2) dg(a,b) = dg(b,a)Va,be V(G)

(3) dg(a,b) + dg (b, ¢) < dg(a,c)Va, b, ce V(QG)

Beweis. Siehe Ubung. O

zeichnung
1.5
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Abbildung 1.6.: Weg und Absténde zwischen zwei Punkten in einem Dodekaeder

1.14. Sei G zusammenhingend und 2y eine Ecke von G. Ein Spannbaum
T von G heifit Breitensuchbaum (BFS-Tree, Breadth-First-Search-Tree)
bei zy, falls dr (2, 2) = dg (2, 20)Vz € V(G).

Verfahren 1.2 (Breitensuche): (*) Wenn es unter den bereits gewéhlten
Ecken 1y, . . ., 2; eine Ecke z; gibt, die einen Nachbarn y € V(G)\{, ..., z;}
hat, wahle x; so, dass ¢ kleinstmoglich ist. Iteriere (*).

Verfahren 1.2 erzwingt, dass wir immer die Nachbarn in den Baum aufnehmen, die
wir schon am l&ngsten kennen.

Satz 1.3 (Breitensuche). Verfahren 1.2 endet mit einem Breitensuchbaum

T= ({ao,.. ..o}, {magy |t {1,...,0}) (1.20)
von G bei der Ecke xy.

Beweis. Nach Satz 1.1 endet das Verfahren mit einem Spannbaum 7 von G. Offenbar

gilt: dg (20, 20) = dr (20, 70)-
%: Induktiv iiber s:

da (xs, 20) = dp (25, 20) > dp (751, 70) flir s > 0. (1.21)

Die Behauptung (1.21) gilt fiir s = 0. Sei nun die Behauptung ,,bis“ s bewiesen (IV).

z: (1.21) gilt fiir s+ 1 anstelle von s.

Sei P ein kiirzester z,11, 71o-Weg in G und sei z; die erste Ecke in der Folgendarstellung
von P mit j < s. Nach Wahl von f(s+ 1) gibt es kein z; mit ¢t < f(s+ 1), die einen
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Nachbarn auBerhalb in V(G) \ {x,...,zs}. Daher ist j > f(s+ 1). Daher gilt:

<G
dr (Ts41,2%0) > dg (Ts11, 20) (1.22)
> 1+ dg (zj, 20) da z; nicht die erste Ecke auf P (1.23)
> 1+ dg (zf54+1), ) Monotonie von (dg (20, 70) , dg (71, 70) ,...) (1.24)
TN dr (g11), 20) (1.25)
= dp (Tsy1,70) (1.26)
Also gilt iiberall Gleichheit, insbesondere:
dr (Zs41,70) = dg (Tst1, 20) (1.27)
Fiir s = 0 gilt sowieso:
dr ($S+17 170) >0=dr (1;37 CIJ()) (1'28)

Fiir s > 0: Nach Wahl von f(s) gibt es kein z; mit ¢ < f(s), das einen Nachbarn au-
Berhalb von xy, ..., zs—1 hat. Daher gilt f(s+ 1) > f(s). Die Montonieeigenschaft in der
Induktionsvorraussetzung zeigt:

dr (Zer1,10) = dr (Tg511), 20) + 1 (1.29)

> dr (x5, 20) + 1 da f(s+1)>f(s)Af(s+1)<s+1  (1.30)

= dr (xs, 70) - (1.31)

Dies zeigt (1.21). Also ist T Breitensuchbaum. O

1.1.2. Tiefensuche

1.15. Ein Spannbaum 7T eines zusammenhidngenden Graphen G heifit ein
Tiefensuchbaum bei 7y (7 € V(G)), auch DFS-Tree (Depth-First-
Search), falls fiir jedes zy € E(G) die Ecke y in dem =z, 19-Weg von T
vorkommt oder die Ecke x in dem y, 2p-Weg von T vorkommt.

Verfahren 1.3 (Tiefensuche): Sei 2y Ecke des zusammenhéngenden Gra-
phen G.

(*) Wenn es unter den bereits gewéahlten Ecken ay, . .., 7; eine Ecke z; gibt,
die einen Nachbarn y € V(G) \ {2, ..., 2} hat, wihle z; so, dass t grofit-
moglich ist. Iteriere (*).

Das Verfahren wéhlt zunéchst immer den lingstmoglichen Weg. Am Anfang wird ein
sehr langer Weg durch den Graphen gewéhlt, bis man sich nicht mehr weiter von der
Wurzel entfernen kann. Im Beispiel des PETERSEN-Graph (Abbildung 1.7) reicht dies
sogar so weit, ein Tiefensuchbaum voéllig unverzweigt ist.

Ist dies nicht der Fall, geht man zunédchst so weit wie moglich. Danach geht man so
wenig wie moglich wieder zuriick, bis man eine Ecke findet, die noch nicht in V(7) ist.
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Abbildung 1.7.: Tiefensuche in einem PETERSEN-Graph

Jeden dieser Pfade, die sich ohne Backtracking finden lassen, kénnen als Segmente im
Baum betrachtet werden. Sobald man in einem solchen Segment einmal Backtracking
gemacht hat, kann man keine Ecken mehr finden, die tiefer in diesem Segment Anschluss
haben. Dies wird spéater im Beweis gezeigt.

Satz 1.4 (Tiefensuche). Das Verfahren endet mit einem Tiefensuchbaum

T= ({ao,..., ¢}, {magy | te{1,...,1}}) (1.32)

von G bei der Ecke xg.

Beweis. Durch Satz 1.1 endet das Verfahren mit einem Spannbaum 7 von G.
%: Induktiv iiber s:

(a) Unter den Ecken zy, ..., zs; haben nur die Ecken des z, 20-Weges in T Nachbarn in
V(G \ {,...,zs}.

(b) Fur s > 0 sind unter den Ecken xy, ..., z,_1 nur die Ecken des If(s)s 190-Weges in T
zu 2, benachbart.

Fir s = 0 gelten (a) und (b) offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass die beiden
Aussagen ,,bis“ s gelten (IV).

z: (a) und (b) gelten sinngeméf fiir s+ 1 anstelle von s.

Nach 1V (a) liegt @41y auf dem s, 7-Weg. Sei nun z;, j < s+ 1 zu einer Ecke y # z;
in G auferhalb von 1y, . . ., z; benachbart. Fiir j < s liegt z; auf dem x,, 2o-Weg in T' (IV).
Nach Wahl von zs;1 kann kein z; mit ¢ > f(s+ 1), ¢ < s, Nachbarn in G auerhalb von
79, . .., Ts haben. Folglich gilt j < f(s+ 1).

Die Folge der Indizes s, f(s), f(f(s)),...,0 entlang des z,, zp-Weges in T ist absteigend.
Also liegt zj auf dem . 1y, 70-Weg in T. Damit ist der Induktionsschluss fiir (b) erbracht
und z; liegt auf dem z,y1, 20-Weg in T. Fiir j = s+ 1 gilt letzteres trivialerweise! Damit
ist der Induktionsschluss fiir (a) erbracht.

Aus (b) folgt: fir z,z; € E(G) mit j < s z; liegt auf dem z, 2p-Weg. Somit gilt
Vzy € E(G) : y liegt auf dem 1z, 25-Weg oder z liegt auf dem y, 29-Weg. O
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1.16. Ist T ein Baum und 2o € V(7), so wird durch
y < z:<= yliegt auf dem xp, =Weg in T (1.33)

eine Ordnung auf V(7T) definiert.

Folglich ist ein Spannbaum 7' des Graphen G genau dann ein Tiefensuchbaum von G
bei 2y, wenn die Endecken jeder Kante von G bzgl < vergleichbar sind.

1.2. Baume kleinsten Gewichtes und Matroide

Als néchstes betrachten wir gewichtete Graphen. Diese kénnen in der Realitdt bspw.
Kosten (bspw. Fahrzeit) entsprechen.

1.17. Sei G ein Graph. Ein Kreis der Liange [ > 3 in G ist eine Folge
C=u,...,x_1, 1 derart, dass 1, ..., 2—1 ein Weg ist und z_1209 € E(G).
Setze

V(C) ={z,...., 51} C V(G) (1.34)
E(C) ={xz, n122, ..., 0911, 1170} € E(G) (1.35)

Auch der Teilgraph (V(C), E(C)) heifit Kreis.

Aus dem Teilgraphen lésst sich die Folgendarstellung bis auf Startecke und Durchlauf-
richtung vollstdndig rekonstruieren. Insgesamt gibt es 2/ mogliche Folgen, die sich aus
dem Teilgraphen rekonstruieren lassen (eine Folge pro Ecke und Durchlaufrichtung).

Zudem ist ein Graph ohne Kreise ein Wald und ein zusammenhéngender Graph ohne
Kreise ein Baum.

1.18. Fiir einen Graphen G heiit F' C E(G) kreisfrei, falls G[F] =
(V(G), F) keinen Kreise enthilt (also ein Wald ist).

Ubung:  Fiir einen nichtleeren Wald G mit ¢ Komponenten gilt:
[E(G)| = [V(G)] ¢ (1.36)

Fiir einen Baum mit einer Ecke ist dies trivialerweise wahr. Fiir groflere Baume kann
man induktiv immer eine Blatt finden, was man l6schen kann. Fiir diesen verkleinerten
Baum gilt die Aussage dann geméafl IV. Durch erneutes Anhéngen des Blattes kann man
dann zeigen, dass die Gleichung gilt. Wenn man eine Ecke 16scht, die kein Blatt ist, ist
der Graph nicht mehr zusammenhéngend und damit wéchst ¢ um 1. Das gleicht die
Verringerung der Anzahl Kanten wieder aus.

Name fir
def.
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Satz 1.5 (Austauschlemma fiir Graphen). Sind F, F' zwei kreisfreie Kantenmengen des
Graphen G mit |F| < |F'|, so gibt es eine Kante e € F'\ F mit FU {e} kreisfrei.

Beweis. Seien ¢, ¢ die Anzahlen der Komponenten von G[F] bzw. G[F]. Wire die
Eckenmenge jeder Komponente von G[F'] ganz in der Eckenmenge einer Komponente
von G [F| enthalten, so folgt ¢ > c. Es gilt aber

¢ = |V(G[F])] - |B(G[F]) (1.37)
= |V(G)| - |F| (1.38)
~—~
>|F|
< |V(G)| — |F] (1.39)
= |V(G[F)| - [E(G[F) (1.40)
=c (1.41)

Also gibt es eine Komponente von G [F] mit Endpunkten in mindestens zwei Kompo-
nenten von G [F|. Also gibt es eine Kante e = wz in F'\ F mit Endpunkten in verschie-
denen Komponenten von G [F|. Dann ist auch F' U {e} kreisfrei. O

Eine vergleichbare Eigenschaft ist auch in Vektorrdumen zu beobachten. Bekannt ist
dies als das Ergdnzungslemma oder Austauschlemma von STEINITZ. Sind F, F' zwei
linear unabhéngige Teilmengen im Vektorraum V iiber K und ist |F| < |F'| < oo, so
gibt es einen Vektor Z € F' \ F, sodass F'U {Z} linear unabhéngig bleibt.

Die maximal kreisfreien Teilmengen eines zusammenhangenden Graphen G sind genau
die Kantenmengen seiner Spannbdume. Spannbdume lassen also sich nicht nur dariiber
charakterisieren, dasss sie minimal zusammenhéangen sind, sondern auch maximal kreis-
frei. Je zwei Spannbédume haben dieselbe Méchtigkeit, namlich |V (G)| — 1.

Im Folgenden wird mit einer Gewichtsfunktion w : E(G) — Rx>q gearbeitet, die
Kanten ein Gewicht zuordnet. Solch ein Gewicht kann bspw. Kosten fiir Strecken in
einem Transportnetz entsprechen.

1.19. Fiir gegebenenes w: E(G) — R>¢ heifit ein Spannbaum 7 von G ein
Spannbaum minimalen Gewichtes, falls

w(T):= > <w®)= Y we) (1.42)

eeE(T) cEE(S)

fiir jeden Spannbaum S von G gilt.

Ein Spannbaum kann bspw. genutzt werden, um in einem groffen Netzwerk einen Pfad
im Backbone zu jedem Knoten zu finden. Moglicherweise méchte man einen Spannbaum
minimalen Gewichtes finden um mdglichst billig zu jedem Knoten Pakete senden zu
konnen.

Satz 1.6 (Kruskal, Greedy-Algorithmus). Sei G ein zusammenhdingender Graph und
w: E(G) — Rzo.
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Verfahren 1.4:Setze F:= &.
(*) Wenn es in E(G)\ F eine Kante e gibt, fir die FU {e} kreisfrei bleibt,
wdhle e so, dass w(e) kleinstmoglich ist, setze F':= F U {e}. Iteriere (*).

Das Verfahren endet mit einem Spannbaum von G minimalen Gewichtes, ndmlich T =
G[F].

Es ist im Ubrigen nicht wichtig, dass die Gewichtsfunktion w nur nichtnegative Ge-
wichte zuriickgibt. Es hilft jedoch beim Rechnen, wenn die Werte nur nichtnegativ sind.
In der Praxis werden zudem iiberwiegend ganze Zahlen statt reeller Zahlen benutzt.

Das Verfahren endet mit einem maximal kreisfreien Graphen, da solange wie moglich
und ausschliefflich Kanten wéhlen, sodass der Graph kreisfrei bleibt. Da G zusammen-
héngend ist, enthélt der Graph am Ende des Verfahrens alle Ecken aus G. Damit endet
das Verfahren auch mit einem Spannbaum. Nicht selbstverstindlich ist jedoch, dass der
Spannbaum auch minimalen Gewichtes ist.

Beweis. Das Verfahren endet mit einer maximal kreisfreien Kantenmenge F, also ist
G [F] ein Spannbaum von G. v
Sei eq,..., ey, die Folge der Kanten aus F'in der Reihenfolge ihres Auftretens in der
Iteration. Sei fi,...,fn die Folge der Kanten eines beliebigen Spannbaumes B in der
Reihenfolge aufsteigender Einzelgewichte. m = |V (G)| — 1.
Wire w(F) > w(E(B)), dann gébe es einen Index ¢ € {1,..., m} mit w(e;) > w(f;).
(Wahle ¢ kleinstmoglich.)

F'i={e1,...,ei1} (1.43)

ist kreisfrei.
F={f, .. fi1,fi} (1.44)

ist kreisfrei.
(1.45)

|F’| < |F| impliziert nach Satz 1.5: Es gibt f € F'\ F’ so, dass F"" U {e} kreisfrei
bleibt. fist folglich eine Option fiir die Wahl von e; im 4#ten Iterationsschritt gewesen.
Es gilt nach der Wahl von e;: w(e;) < w(f). Aber w(f) < w(f;) < w(e;). 4

Also gilt tatsdchlich
w(E(B) > w(F) = w(E(G[)). (1.46)

O]

Im Beweis wurde im wesentlichen das Austauschlemma und die Eigenschaft, dass jede
Teilmenge einer kreisfreien Menge wieder kreisfrei ist, verwendet. Dies legt nahe, dass
Satz 1.6 sich in allgemeinere Situation iibertragen lésst.
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1.20. Ein Paar M = (E,§) aus einer endlichen Menge F und einer Menge
§ von Teilmengen von E heifit ein (endliches) Matroid auf E, falls gilt:

(1) €3,
(2) aus FC F € § folgt F € § und
(3) zu F, F € § mit |F|] < |F| gibt es ein e € F'\ Fmit FU {e} € §.

Die Mengen aus § heiflen gewohnlich unabhéngig, beziiglich C maximale
unabhéngige Mengen heiflen Basen von M.

Aus der dritten Bedingung ergibt sich sofort, dass je zwei Basen eines Matroids dieselbe
Machtigkeit haben. Satz 1.6 ldsst sich auf die allgemeinere Situation von Matroiden
iibertragen.

Satz 1.7 (Greedy-Algorithmus fiir Matroide). Sei M = (E,§) ein Matroid und w: E —
Rzo.

Verfahren 1.5:Setze F:= &.
(x) Wenn es in E\ F ein e gibt, fir das FU{e} € § gilt, wihle e so, dass
w(e) kleinstmaoglich ist, setze F:= FU {e} und iteriere (x).

Das Verfahren endet mit einer Basis F von M minimalen Gesamtgewichts

w(F):=> w(e). (1.47)

ecF

Beweis. Das Verfahren liefert offenbar eine maximal unabhéngige Menge, also eine Basis
F. Seien ey, ..., e, die Elemente, die im Verlauf des Algorithmus gewéahlt wurden, und
zwar in der Reihenfolge ihrer Auswahl. Seien fi,..., f;, die Elemente einer beliebigen
Basis B mit minimalem Gesamtgewicht in der Reihenfolge aufsteigender Einzelgewichte.
Wire w(F) > w(B), so wiare w(e;) > w(f;) fur mindestens ein ¢ und wir wéhlen ¢
kleinstmoglich. Nach der Eigenschaft (2) fiir Matroide sind F:= {ey, ..., e;_1) und F :=
{f1,...,f;} unabhéngig; nach der Austauscheigenschaft (3) fiir Matroide gibt es ein f €
F'\ F so, dass F'U {f} unabhéingig bleibt; fist also eine Option bei der i-tem Iteraton
von (x), d. h. bei der Wahl von e = e;, gewesen, und somit gilt w(e;) < w(f). Es gilt aber
w(f) < w(fy) <w(e). 4

Also ist w(F) minimal. O

1.3. Das Traveling-Salesman-Problem

Das Traveling-Salesman-Problem (kurz: TSP) lasst sich wie folgt beschreiben: Man finde
eine Rundreise durch gegebene Stadte derart, dass man jede Stadt genau einmal besucht
(auBer der ersten, die man ein zweites Mal sieht, am Ende der Reise) und die unter allen
solchen Rundreisen minimale Gesamtkosten verursacht. Die variablen Kostenanteile ent-
stehen in diesem Modell natiirlich entlang der Reisewege (die Summe aller Kosten in den
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Stadten selber darf als konstant angenommen werden); fiir je zwei Stadte A4, B sind die
Kosten w (A, B) fur die Reise von A nach B bekannt, und die zu minimierenden Kosten
ergeben sich durch Summation. Wir wollen einige Zusatzannahmen ins Spiel bringen,
dass nédmlich erstens diese Kosten nichtnegativ sind, dass zweitens w (A4, B) = w(B, A)
fiir je drei Stadte A, B, C ist (Dreiecksungleichung). Hierdurch wird die Diskussion ein
wenig vereinfacht, das neue Problem nennt man auch das metrische TSP.

Da die Zahl der Rundreisen durch n Stddte im wesentlichen n! ist und daher explo-
diert, ist ,Durchprobieren“ hier nicht die Methode der Wahl. (Tatséchlich gehort das
Problem zu den NP-vollstandigen Problemen, siche ). Begniigt man sich dagegen mit
einem Verfahren, das zwar nicht die optimale, jedoch eine Lésung von beweisbar (!)
,guter” Qualitat liefert, sieht die Welt anders aus: Wir beschreiben, wie mit Hilfe von
Satz 1.6 eine Rundreise schnell gefunden werden, deren Kosten weniger als doppelt so
grofl wie die einer optimalen Rundreise sind. Daneben bietet eine wie auch immer ermit-
telte ,,gute“ obere Schranke fiir die Kosten einer optimalen Rundreise die Moglichkeit,
in auf verzweigter Suche beruhenden Verfahren den Suchraum einzuschrénken (branch-
and-cut).

Ref Ab-
schnitt 4.3
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Verfahren 1.6:

(1) Sei V die Menge der Stiadte, etwa: |V]| = n, E die Menge aller zweiele-
mentigen Teilmengen von Vund w: E — Rx>( die Kostenfunktion. Wir
sind nun mit G := (V, E) in der Situation des Satzes von Kruskal, der
es uns erlaubt, einen Spannbaum 7 von G minimalen Gesamtgewichtes
zu finden.

(2) Entlang dieses Spannbaums finden wir eine Folge R = 1y, ..., Zop—1
derart, dass es zu jeder Kante e von T genau zwei Indizes j, k gibt
mit 22511 = 242,41 = e (alle Indizes modulo 2n, Beweis zum Beispiel
induktiv durch Loschen von Bléttern).

(3) Zunéchst sei das Gesamtgewicht w(S) einer Folge S = g, ..., 21 de-
finiert durch:

T
AN

w(S) = w (TiZir1) - (1.48)

%

Il
=)

Die im zweiten Schritt konstruierte Folge enthélt jede Ecke aus V min-
destens einmal und hat Gesamtkosten w(R) < 2w (7). Wir diinnen sie
schrittweise aus: Ist S wie oben und z; = w; fiir ¢ < j, so streichen
wir z; aus der Folge und erhalten S'. In den Gesamtkosten tritt dann
anstelle des Doppelterms w (z;—12;) + w(xzi41) der Term w (zi—12+1)
auf. Infolge der Dreiecksungleichung wachsen die Kosten beim Uber-
gang von S nach 9 nicht. Durch Iteration erhilt man schliellich eine
Runreise S, in der jede Stadt genau einmal vorkommt und nach wie
vor gilt w(S) < 2w (7T) (Vor der Iteration werden die Ecken z; fur i > j
umindiziert auf z;_;.)

Sei nun Q = z,...,2,_1 eine optimale Rundreise. Obwohl wir () nicht
kennen, kénnen wir doch die Kosten von ¢ und S vergleichen, denn
P:= (V,{zizi+1]i€ {0,...,n— 1}}) ist ein Spannbaum von G und w(Q) =
w(P) + w(xp—120) > w(P) > w(7T). Infolgedessen kommt w(S) < 2w(T) <
2w (@), d.h. die Kosten unserer Losung sind, wie versprochen, nach oben
beschrankt durch das Doppelte der Kosten einer optimalen Rundreise.

Der beste bekannte Giitefaktor ist 1.5 (CHRISTOFIDEs Algorithmus), und
es lasst sich zeigen, dass das Problem, eine Rundreise mit Giitefaktor 1.0081
zu finden, zu den NP-vollstdndigen Problemen gehort. Fiir den Fall euklidi-
scher Kosten (d. h. die Stéddte sind Punkte in der Ebene und die Kosten ihr
euklidischer Abstand) kann dagegen fiir jedes ¢ > 1 ein Polynomialzeitap-
proximationsalgorithmus mit Gutefaktor ¢ angegeben werden. Man spricht
in diesem Fall von einem Polynomialzeitapprorimationsschema; die Klasse
aller Probleme mit dieser Eigenschaft heifit entsprechend PTAS (engl. po-

lynomial time approzimation scheme).



2. Matchings

2.1. Matchings in bipartiten Graphen
©nor i

V(M) :=UM (2.1)
[V(M)| =2 |M]

2.1. Ein Matching M des Graphen G heifit Matching A C V(G), falls
AC V(M).

2.2. Fiur X C V(G) sei die Nachbarschaft von X definiert durch:

Neg(X):={ye V(G)\ X|3ze€ X:yz€ E(G)} (2.3)

Die Nachbarschaft Ng (X) umfasst alle Ecken, die durch eine Kante mit einer der
FEcken aus X inzidieren. Abbildung 2.1 zeigt eine Eckenmenge X, ihre Nachbarschaft
sowie die Kanten, die diese verbinden.

Abbildung 2.1.: Nachbarschaft einer Eckenmenge in einem Graphen

2.3. Fiir zwei Mengen X und Y sei die symmetrische Differenz von X
und Y definiert durch:

XAY:=(XUY)\(XNY)
= (X\ Y)U(Y\X)



2. Matchings 19

Satz 2.1 (Heiratssatz, HALL). Sei A Klasse einer 2-Farbung des bipartiten Graphen G.
Genau dann gibt es ein Matching von A in G, wenn die Hall- Bedingung erfiillt ist:

VXC A: [Ne(X)|> |X] (2.6)

2.4. Sei M ein Matching des (nicht notwendig bipartiten) Graphen G.
Ein Weg P = x9,11,...,2 heiit M-alternierend, falls fir jedes €
{0,...,1—1} die Kante z;x;41 aus G genau dann zu M gehort, wenn 1
ungerade ist.

Ein solches P heifit Verbesserungsweg, falls er in einer Ecke auflerhalb
von V(M) beginnt und endet, d.h. zp, 2, ¢ V(M).

Ein solcher Verbesserungsweg ist in Abbildung 2.2 gezeigt. Solche Wege beginnen
immer mit einem Knoten xg, der nicht Teil des Matchings ist und enden mit einem
Knoten z; (hier: x2,+1), welcher auch nicht Teil des Matchings ist. Weiterhin ist der weg
ein alternierender Weg, d. h. die Kanten sind abwechselnd Teil des Matchings und nicht
Teil des Matchings, wobei die erste Kante nicht Teil des Matchings ist.

M
o ——  — 00— 00— 06— 00— 00— 0
MAE(P)  x 4 2 Z3 T4 Ts5 T6 7

Abbildung 2.2.: Verbesserungsweg

Beweis. (2.6) ist notwendig fiir die Existenz eines Matchings von A, denn ist M ein
Matching von A, so gilt

VXC A: [Ng(X)| > |Nouy (X)| = |X]. (2.7)

Ist P ein Verbesserungsweg, so hat P ungerade Lange und M A E(P) ist ein Matching
von G mit einer Kante mehr als M (| MA E(P)| = |M| + 1).

Seien G, A wei in den Voraussetzungen des Satzes und B := V(G) \ A. Sei M ein
grofites Matching.

Annahme: M ist kein Matching von A. Wir finden eine Menge X, die die HALL-
Bedingung verletzt (dies zegigt der Satz). Es gibt dann eine Ecke 29 € A\ V(M).

Sei R die Menge aller y fiir die es einen in 2y beginnenden und in y endenden M-
alternierenden Weg gibt. Es gilt R\ {20} € V(M). y € RN A\ {2} muss nach Kon-
struktion mit einer Kante aus M inzidieren, fiir y € RN B gilt das auch, da sonst ein
Verbesserungsweg von zy nach y existieren wiirde.

Daher gibt es keine Kante aus M, die eine Ecke y € R mit einem z € V(G)\ R verbindet:
Richtig fiir zp; ist y € RN A Endpunkt eines M-alternierenden Weges P = 19, ..., 1 = v,
so ist y € V(M), genauer 21y € E(M), 11 € R. Ist y € RN B Endpunkt eines
M-alternierenden Weges P = 1p,...,2;1 = yund z € V(G) \ R mit yz € M, so ist
Pt =gy, ..., 7, 2 M-alternierend, folglich z € R. 4
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Somit liegen mit einer Endecke einer Kante aus M schon beide Endecken in R.

Es gibt keine Kante in G, die eine Ecke y € RN A mit einer Ecke z € V(G) \ R
verbindet: Sonst wére y Endpunkt eines M-alternierenden Weges P = 1y, ..., 1; = y und
Pt =1x,..., 2, 2 M-alternierend, also z € R. 4

Somit gilt No (RN A) C RNBund |[RNA|= |RNB|+ 1.

— |[Ng(RNA)| < |RN B (2.8)
=|RNA|l—-1 .
< |RNA] (2.10)
Also verletzt X := RN A die HALL-Bedingung. O

Aus diesem Beweis ldsst sich ein Algorithmus erstellen, der entweder ein Matching von
A findet oder zeigt, dass es ein solches Matching nicht geben kann.

Satz 2.1 ist Toncias (The obviously necessary condition is also sufficient). Der Begriff
wurde durch C. St. J. A. Nash-Williams etabliert. Viele Satze sind von dieser Bauart.

Die néchste Frage ist nun, wie man fir allgemeine Graphen grofle Matchings findet.

Es ist schwierig zu entscheiden (NP-vollsténdig), ob ein Graph einen aufspannenden
Kreis, einen sog. Hamilton-Kreis hat. Wenn es einen solchen Kreis gibt, gibt es au-
tomatisch auch ein perfektes Matching, welches alle Ecken enthélt. Das Ermitteln eines
solchen HAMILTON-Kreises ist extrem aufwandig, aber die Vorbedingung lasst sich sehr
leicht prifen.

Fiir einen beliebigen Graphen kann man Valenzen willkiirlich vorschreiben. Dies sind
ganze Zahlen, die Ecke zugeordnet sind. Ein Problem ist nun, einen Teilgraphen zu
finden, dessen Ecken genau so viele inzidierende Kanten pro Ecke wie die jeweilige Va-
lenz hat. Wenn man an alle Ecken nun die Valenz 2 notiert (einen 2-Faktor ermittelt),
kénnte man vermuten, dass sich dadurch ein HAMILTON-Kreis finden lésst. Allerdings
ist es hier weiterhin moglich, dass der Teilgraph dann kein HAMILTON-Kreis ist (ndm-
lich genau dann, wenn der Teilgraph nicht zusammenhéngend ist). Beispielsweise hat
der PETERSEN-Graph einen 2-Faktor (z. B. wie in Abbildung 2.3 gezeigt), aber keinen
HaMIiLTON-Kreis.

Abbildung 2.3.: 2-Faktor in einem PETERSEN-Graph

Satz 2.2 (Berge). Sei M ein Matching des Graphen G. Genau dann gibt es ein Matching
von G mit mehr Kanten als M, wenn es einen Verbesserungsweq fir M gibt.
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Beweis. Existiert ein Verbesserungsweg, so auch ein grofieres Matching (fiir M). Siehe
Beweis zu Satz 2.1. Existiere ein Matching N mit |N] > |M|. Betrachte MA N. In
H= G[MA N] ist jede Ecke mit hochstens zwei Kanten inzident. Die Komponenten von
H sind daher Kreise oder Wege, die abwechselnd Kanten aus M und N verwenden. Weil
|N| > | M| muss eine dieser Komponenten mehr Kanten aus N als aus M benutzen. Diese
ist ein Wege Weg ungerade Lénge, der mit einer Kante aus N beginnt und endet; dieser
Weg ist Verbesserungsweg. (I
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