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1.

Aussagen

1.1. Aussage. Ein Satz, der wahr oder falsch ist, d.h. er hat den Wahr-
heitswert ,wahr* bzw. ,falsch“ (w/f, t/f, 1/0).

Beispiele

1.1.

Seien

»D ist Primzahl®; Aussage, wahr
»4 ist Primzahl“; Aussage, falsch

,Jede gerade ganze Zahl grofler 2 ist Summe zweier Primzahlen*; Aussage (Goldbach-
Vermutung, seit 1742 unbewiesen)

,Dieser Satz ist falsch“; Satz, jedoch keine Aussage (d.h. formalerer Zugang ist
wiinschenswert)

Verkniipfungen von Aussagen

p, q Aussagen, dann seien auch die folgenden Sétze Aussagen:

»(P A @) (,und®)

Tabelle 1.1.: Festlegung der Wahrheitswerte

P q|pANq|pPVqg|p = q|D = ¢
f f f f W W
f w f A4 w f
w f f W f f
ww A4 w W w
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1.2. Aussagenlogische Variable. Variablen, die den Wert w oder f an-
nehmen.

1.3. Aussagenlogische Formel. Verkniipfung von aussagenlogischen Va-
riablen mit (kleineren) Formeln nach obigem Muster.

1.4. Belegung. Zuordnung von w bzw. fan die einzelnen aussagenlogischen
Variablen einer Funktion.

1.5. Tautologie. Aussagenlogische Formel, die fiir jede Belegung den
Wahrheitswert w hat.

1.6. Kontradiktion. Aussagenlogische Formel, die fiir jede Belegung den
Wahrheitswert f hat.

1.7. Wahrheitswerteverlauf. Zuordnung des Wahrheitswertes einer For-
mel an jede Belegung ihrer Variablen.

(p = ¢ < ((—g) = (—p)) hat folgenden Wahrheitswerteverlauf (wwv):

p qdlpr=4q|(9 = (D] = 9 = (-9 = (9)]
f f w w w
f w W W w
w f £ £ W

1.8. Zwei Formeln heiflen logisch dquivalent, falls p <= ¢ eine Tauto-
logie ist, d. h. wenn p und ¢ den gleichen Wahrheitswerteverlauf haben.

p=4q

In diesem Sinn ist (p = ¢) = ((—q) = (—p)) (sogenannte Kontraposition). Auch
(pAN(p = q)) = q ist ebenfalls eine Tautologie. Eine Formel p impliziert eine
Formel ¢, falls p = ¢ eine Tautologie ist. In diesem Sinne impliziert pA (p = ¢) die
Formel ¢ (sogenannter Modus ponens).
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Regeln zur Verkniipfung

PAG=qADp -+ A kommutativ (1.1)
(pAQQAT=DpA(gAT) -+ A\ assoziativ (1.2)
pVg=qVp -V kommutativ (1.3)
(pVoVr=pV(gVvr) -+ V assoziativ (1.4)
pA(gVr)=((pAqgV(pAT) -+« A,V distributiv (1.5)
pV(gAT)=(V N (pVrT) (1.6)

DE-MoRrGANsche Regeln:

Doppelte Negation:
= (=p) =p (1.9)
Andere Schreibweisen fiir Implikationen und Aquivalenzen:

p = ¢q=(-p) Vg (1.10)
p = q=(p = AN (qg = p) (1.11)

1.2. Aussageformen/Pradikate

1.9. Eine Aussageform/ein Pradikat tber den Universen Uy, ..., Uy, ist
ein Satz mit den Variablen zi,...,z,, der bei Ersetzung von z; durch ein
Objekt aus Uj (fir jedes j) stets zu einer Aussage wird.

Beispiele:

e ,xist prim“ ist eine Aussageform in der Variablen z iiber dem Universum U der
natiirlichen Zahlen.

e ,x < y*ist eine Aussageform in den Variablen z und y iiber den Universen Uy, Us
der reellen Zahlen.

o ,zist falsch® ist keine (wohl) keine Aussageform iiber dem Universum aller Sétze.

Ersetzt man in der Aussageform ,x < y* nur z durch eine reelle Zahl, so entsteht eine
Aussageforn in der Variablen y tiber dem Universum U der reellen Zahlen (iiber R).
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1.10. Allquantor. Sei p (z) Préadikat in der Variablen z tiber dem Univer-
sum U.
WVz: p(z) ist die Aussage (1) ,fir alle z aus U ist p(z) wahr“Ihr Wahr-
heitswert ist wahr, falls p(z) den Wahrheitswehrt wahr hat fir alle z aus
U, und falsch, falls p (z) den Wahrheitswert falsch hat fir mindestens ein z
aus U.

1.11. Existentialquantor. Sei p (z) Pradikat in der Variablen z iiber dem
Universum U.

w3z p(z)* ist die Aussage (!) ,es existiert ein x aus U, fiir das p (z) wahr
ist.“Ihr Wahrheitswert ist wahr, falls p (z) den Wahrheitswert wahr hat fiir
mindestens ein x aus U, und falsch, falls p () den Wahrheitswert falsch hat
fiir alle z aus U.

Ist z. B. U das leere Universum (ohne Objekte), so gilt fiir jede Aussageform p (z):

Vo p(x) w (1.12)
Jz: p(x) f (1.13)

Ist U ein endliches Universum, etwa mit Objekten Op, Oo, ..., Oy, so gilt:

Vz:p(2) =p(01) Ap(O2) A--- Ap(Oy) (1.14)
Jz:p(z) =p(01) Vp(O2) V-V p(On) (1.15)

Daher gibt es als Alternativschreibweisen ein grofies A\ anstelle von V und ein grofes
\/ anstelle von 3.

Regeln
Va: (p(2) A(q(2) = (Vo: p(2) A (Vo: g(x)) (1.16)
~(Vz:p(z) =3z: (—p(2)) (1.17)
35 (p(2) V g() = B2 p(2) V (351 4(3)) (1.18)
-~ (Fz:p(z) =Vz: (—p(x) (1.19)

Gleichartige Quantoren diirfen bei Aneinanderreihungen Vertauscht werden, jedoch
nicht verschiedenartige.
Beispiel 1:

Vady:z < yvs. IWwWa:z< y (1.20)
vs. daVyrx <y (1.21)



1.2. Aussageformen/Préadikate 9

Beispiel 2: ,Jede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen.”

Vz3a3b: z> 2 A zist gerade = z=a+ bAaprim Abprim  (1.22)

Vz 3 a 3 b:z=a+b (1.23)
ZZTOZ ist prim ist prim

Alternativ kann man anstelle von ,,ist prim“ auch sagen, dass a, b aus dem Universum
der Primzahlen stammt.

Beispiel 3: Eine Funktion f: R — R heiflt stetig im Punkt g, falls zu jedem ¢ > 0 ein
0 > 0 existiert mit:

If(z) — f(z0)| < e fur alle z mit |z — 29| < ¢ (1.24)
Wird zu:
EYO&:gOéVm: |z — 19| <6 = | f(z) — f(m) |[< e
(1.25)
: — 1.
5>0€6§06\17X)|<6$ fz) = flao)l < (1.26)



2. Mengen

Literaturempfehlung

e« A. Doxiapis, C. PAPAPDIMITRION, , Logicomix“, Atrium 2010

2.1. Definition der Menge nach Cantor

2.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschie-
dener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens.
Von jedem Objekt steht fest, dass es zu einer Menge gehért oder nicht.

Beispiel:

o {1;2;3;4}: Menge der ganzen Zahlen von 1 bis 4.

o {M; A; T; H; E; I K}: Menge der Buchstaben des Wortes MATHEMATIK.
{A; I, E; H; K; M; T}: Menge der Buchstaben des Wortes MATHEMATIK.

{z € Z | z ist Primzahl}: Menge der Primzahlen (deskriptive Beschreibung)

{zr € R:0 < z<1}: Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1

[0; 1]: Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (Intervallschreibweise fiir ge-
schlossenes Intervall)

2.2. Probleme der naiven Mengenlehre

Wunsch 0 Es gibt eine Menge.

Wunsch 1 2 € y“ (d.h. z ist ein Element von y) soll Pradikat iiber dem Universum
U aller Mengen sein, d. h. fiir zwei Mengen A und B soll A € B stets eine Aussage sein,
also den Wahrheitswert w oder f haben.

Wounsch 2 Aussonderung mittels Aussageform: Ist p(z) ein Priadikat tiber dem Uni-
versum aller Mengen, so soll es eine Menge geben, die aus genau denjenigen Mengen
besteht, fiir die p (x) wahr ist (,,Bindeglied zur natiirlichen Sprache®).
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Problem: Wegen Wunsch 1 ist p(z) := ,,— (z € z)“ Aussageform. Wegen Wunsch 2 bil-
den diejenigen Mengen, fiir die p (z) wahr ist, eine Menge, namlich M = {z: p(z) wahr} =

{z]z¢ a}.

Frage: Ist M e M?
Wire M € M, so wire p (M) wahr, folglich M ¢ M.
Wire M ¢ M, so ware p (M) wahr, folglich M € M.

e Nach Definition von M
o Nach Definition von p (z)

In beiden Féllen entsteht ein Widerspruch, also ist M € M keine Aussage, entgegen
Wunsch 1 (RussiLsches Paradoxon)

»,LOsung”: Aussondern nur aus (,,gesicherten“) Mengen des Universums, nicht jedoch
ganz U.

Wunsch 2’ Ist A eine Menge und p(z) ein Pradikat iiber U (wahlweise auch iiber A),
dann soll es auch eine Menge geben, die aus genau denjenigen Mengen aus A besteht,
fir die p (z) wahr ist.

{zre€ A:p(z) ist wahr} (2.1)

Wunsch 3 Zwei Mengen sind gleich, genau dann, wenn sie die selben Elemente haben.
A=B < (Vz:z€ A < z€ B) (2.2)
Sind zum Beispiel A und B durch p(z) bzw. ¢(z) beschrieben, d. h.

A={ze C:p(x) wahr}

und
B={ze C: q(z) wahr}
dann gilt
A=B < (Vz:z€ A < z€B) (2.3)
= <Ievox:xeA = z¢€ B> (2.4)
= Vri(p( = () (2.5)

Wie kommt man (ausgehend von der ,einen“ Menge in Wunsch 0) zu einer neuen
Menge?
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Wunsch 4 A heifit Teilmenge von B, wenn gilt:
Ve:x€ A = xz€ B  Schreibweise: A C B (2.6)

B heifit Obermenge von A:
BD A (2.7)

Zu jeder Menge A soll es eine Menge geben, die genau aus den Teilmengen von A besteht.
Diese Menge heifit Potenzmenge von A und wird mit 3 (A4) bezeichnet.

o Xsei Menge — P (X) ist ,,grofer” als X

o Xist n-elementig = P (z) ist 2"-elementig.

Aus den bisherigen Wiinschen folgt: Es gibt eine Menge ohne Elemente, die sogenann-
te leere Menge @: Sei A irgendeine Menge (existiert nach Wunsch 0). Die Aussageform
p(x) ==,z € xAx¢ 1 ist stets falsch. Wegen Wunsch 2 ist {z € A : p(z) wahr} eine
Menge ohne Elemente (Wunsch 3).

Es gilt fiir jede Menge A: @ C A, @ C &, (nicht jedoch @ € &)

Beispiel:
B (123} ={a: {15 {25 {35 {12 {131 {2 3}: {1, 2;3}}
2.2.1. Darstellung einer Potenzmenge im Hasse-Diagramm

{1;2;3}

{1;2} {1;3} {2;3}

| X X

2 {3}
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2.3. Mengenoperation

2.2. Seien A, B Mengen.
p(z):=z€ B

ist Pradikat.
Dann ist {z € A : p(z) wahr} eine Menge, die Schnittmenge von A und
B.

ANB

2.3. A und B heiflen disjunkt, falls AN B = & ist.

2.4. Man fordert dagegen axiomatisch: Zu Mengen A und B gibt es eine
Menge, die aus genau denjenigen Elementen besteht, die Elemente von A
oder von B sind.

Bezeichnung: AU B

Sei A eine Menge (von Mengen).
2.5. Sei MA die Menge aller Mengen, die in jeder Menge aus A als Element

enthalten sind.

2.6. Sei UA die Menge aller Mengen, die in wenigstens einer Menge aus A
als Element enthalten sind.

Formal:
MA :={z:VB€ A:ze B} durch Aussonderung
WA :={z:3B€ A:z € B} axiomatisch
Beispiel:
A= {{1;2;3;4},{3;5; 7}, {3; 10}} (2.10)
mA = {3} (2.11)
WA = {1;2;3;4;5; 7,10} (2.12)

Stets gilt: U = @ und M@ = @. Manchmal bleibt der Durchschnitt von @ auch
undefiniert.
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2.3.1. Regeln und Satze

AN B= BN A (Kommutativitét) (2.13)
AUB=BUA (2.14)

AN (BN C)= (AN B)N C (Assoziativitét) (2.15)
AU(BUC)=(AuB)UC (2.16)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (wechselseitige Distributivitét) (2.17)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (2.18)
(2.19)

Beweise sind méglich iiber ein VENN-Diagramm' sowie formal iiber Aussagenlogik.

Die Gleichheit zweier Mengen X und Y kann durch den Nachweis von X C YA Y C X
bewiesen werden. Im Beispiel wird ein Distributivgesetz bewiesen:

L,C“ Seize AN (BU Q)

= z€ ANze (BUO) (2.20)
= z€ AN(ze BVze () (2.21)
— (z€ ANzeB)V(ze Anze () (2.22)
= z€(ANB)vVze (AN () (2.23)
— z€ ((ANB)U(ANO)) (2.24)
Folglich gilt:
AN(BUC)=(ANBUANC) O (2.25)

Der Beweis geht auch in umgekehrter Reihenfolge.

2.7. Fiir Mengen A, B sei
A\B:={zc A|x¢ B} (2.26)

die Differenz, gesprochen ,,A ohne B).*

2.8.
AAB:= (A\ B)U (B\ A) (2.27)

ist die symmetrische Differenz.

1Siehe ...
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2.9. Sei M fest vorgegeben.
Zu A C M sei das Komplement von A beziiglich M definiert durch:

A:=M\A (2.28)

Damit erhélt man z. B. DE-MORGANsche Regeln:

AUB=ANB 2.29)
ANB=AUB 2.30)
2.4. (Geordnete) Paare und n-Tupel
2.10. Paar. Zu zwei Mengen A, B gebe es eine Menge, die genau aus den
zwei Elementen A und B besteht.
Schreibweise: {A, B} bzw. {A} im Fall A = B.
Beispielsweise gilt:
U{A,B} = AUB (2.31)
m{A,B} = ANB (2.32)
2.11. Sei
(z.y) = {{z} {z y}}
Dies definiert das geordnete Paar (z, ).
Es gilt: (z,y) = (a,0) <= z=yAy=0.
Analog dazu kann man auch Tripel, Quadrupel, Quintupel, n-Tupel definieren:
(a,b,¢) :={a,(bc)} (2.33)
Allen ist gemein:
(21, 2n) = (Y1, -+, Yn) (2.34)
=S n =A==y N NIy = Yn (2.35)

—Vie{l,...,n} =1y (2.36)



3. Relationen

3.1. Aligemein

3.1. Zu zwei Mengen A,B sei A x B = {(a, b) 1 a € Ab € B}. Eine
Teilmenge R C A x B heifit Relation von A nach B.

Beispiel:

A := {Peter, Paul, Mary} (3.1)
B := {C++, Basic, Lisp} .
R := { (Peter, C++) , (Paul, C++) , (Paul, Basic) , (Mary, Basic) , (Mary, Lisp) } (3.3)

TODO: Graphen iibernehmen

(z,y) € Rz steht in Relation zu y. zRy (3.4)
(z,y) ¢ R steht nicht in Relation zu y. Ry (3.5)

Ist A = B, so heiit R C A x A eine Relation auf A.
Allgemein gilt: Eine Teilmenge R C Ay X --- x A, heif3t n-stellige Relation. Alle im
Folgenden betrachteten Relationen sind zweistellig (binér).

Beispiele:
(1) R:= A x Bist die ,All-Relation® (alles steht in Relation zu allem).
(2) R:= @ ist analog dazu die ,Null-Relation®.

(3) “Gleichheitsrelation® =:
R:==:={(ab) € Ax B: a=b}

e Gleichheitsrelation
e Logisches =
(4) ..TBD

(5) ..TBD
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(6) ..TBD
(7) ..TBD

(8) {(z,2%) : z € R} C R x R (Graph der Normalparabel). Funktionen sind damit
auch (spezielle) Relationen.

(9) ..TBD

3.2. Eigenschaften von Relationen auf A

(i) Rreflexiv: <= zRz fir alle z € A (x steht in Relation zu sich selbst)
(ii) R symmetrisch : <= zRy — yRzfir alle 2,y € A
(iii) R antisymmetrisch : <= (zRyA yRz) — z=yfirallez,ye A
(iv) R transitiv: <= (zRyAyRz) = zRzfirallez,y,2€ A
(v) Rtotal: <= zRyV yRz fiir alle z,y € A
e R Aquivalenzrelation : <= R reflexiv, symmetrisch, transitiv
e R Halbordnung : <= R reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
¢ R Quasiordnung : <= R reflexiv, transitiv

e R Totalordnung : <= R Halbordnung, total

3.2.1. Aquivalenzrelationen
3.2. € C P(A) heiit Partition von A, falls gilt:
(i) U ¥ = A (jedes Element aus A ist in einer Schublade)
(ii)) o ¢ €

(iii) XN Y=o fir X# Yund X, Y € ¥ (alle sind disjunkt, daher ist
wegen (i) jedes Element in genau einer Schublade)

Satz 3.1. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir x aus A sei
[, ={yeAd:y~uz}

die sogenannte Aquivalenzklasse zu x beziiglich ~.
Dann ist die Menge

G = {[x]/N = A}

eine Partition von A.
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Beweis. z: ¢ ist Partition, d.h. (i), (ii), (iii) miissen nachgewiesen werden. TBD
g

Beispiel: Sei m € Z. Man schreibe z =y mod m (zkongruent y mod m), falls m | z—y
(d.-h. IXN € Z : Am = z— y bzw. m ist Teiler von z — y).
= ( mod m) ist eine Aquivalenzrelation, denn:

o = reflexiv®: Wegen

Satz 3.2. Ist € eine Partition von A, so wird durch x ~¢ y <= es gibt ein D € €
mit x,y € D eine Aquivalenzrelation ~¢ auf A definiert.

Beweis.

,~ ¢ reflexiv

Wegen U ¥ = A gibteszu x € Aein D€ € mit z€ D
Folglich ist xz,z € D, also z~¢ =

,~ € symmetrisch®

Aus x ~¢ y folgt:

z,y € D firein De € (3.6)
also: y,z € D (3.7)
folglich: y ~¢ = (3.8)
.~ transitiv®
Aus z~¢ yund y ~¢ x folgt:
x,y € Dund y, z € F fiir geeignete Klassen D, f€ € (3.9)
Wegen y € DN F folgt mit (iii):
D=F, alsox,z€ D (3.10)
Also:
T~ 2 (3.11)
U]
~ i G (3.12)

EC g (3.13)
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3.2.2. Halbordnungen

Sei < eine Halbordnung auf X (d. h. reflexiv, transitiv, antisymmetrisch). Sei A C X und
be X.

3.3. b heifft minimalin A <= b€ Aund (¢ < b = ¢ =) fiir jedes
ce A

3.4. b heifit maximalin 4 <= b€ Aund (b<c¢ = c=0b) fir alle
ce A

3.5. b heifit kleinstesin A <= bec A und b < ¢ fir alle ¢ € A.
3.6. b heifit grofBtesin A <= b€ A und ¢ < b fur alle c € A.
3.7. bist untere Schranke von A <= b < cfur alle ce€ A.

3.8. bist obere Schranke von A <= ¢ < b fiir alle c € A.

Beispiel. Betrache die Halbordnung

C auf der Menge {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}

{1,2} {1,3} {2,3}
{2}

o {1},{2}, {3} sind minimal

{1} 2 {3}

e es gibt keine kleinsten Elemente

o {1,2},{1,3},{2,3} sind maximal
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(=)

w

12
/
4
\ |
\
Teiler von 12: 1
e 1 ist minimal

e 1 ist kleinstes

e 12 ist maximal

Primzahlen
e 2 ist minimal und kleinstes

e es gibt keine maximalen oder grofiten Elemente

Die Primzahlen > 0, mit der Teilbarkeitsordnung |:

o paarweise unvergleichbar bzgl. |

Die natiirlichen Zahlen > 0, mit Teilbarkeitsordnung
4 6 15
1

Ist b ein Kleinstes in A und ¥ auch Kleinstes in A, so folgt:



3.2. Eigenschaften von Relationen auf A 21

Also:
b=10

Also besitzt jedes A C X hochstens ein kleinstes Element. Ist b das kleinste Element von
A,sogilt b€ Aund b < ¢ fir alle c € A. Aus ¢ < b fiir ¢ € A folgt also ¢ = b, d. h. b ist
auch minimal in A.

3.9. bist die kleinste obere Schranke <= b ist kleinstes Element von
{b' : V/ obere Schranke von A}.

Jede Menge A besitzt hochstens eine kleinste obere Schranke; sie wird dann
auch das Supremum von A genannt, Bezeichnung sup A, aber auch \/ A.

Zum Beispiel ist fiir R mit der natiirlichen Ordnung sup (0,1) = 1 (Supremum des
offenen Intervalls (0,1)). sup [0,1] = 1, denn 1 ist groftes Element von [0, 1] und grofite
Elemente sind per se Suprema.

3.10. b ist die grofite untere Schranke <= b ist grofites Element von
{b' : ¥ untere Schranke von A}.

Jede Menge A besitzt hochstens eine grofite untere Schranke; sie wird dann
auch das Infimum von a genannt, Bezeichnung inf A oder auch A A.

Zum Beispiel ist (analog zum Supremum) fir R mit der natiirlichen Ordnung inf (0, 1) =
0 (Infimum des offenen Intervalls (0,1)).
Satz 3.3. Sei X Menge. C ist eine Halbordnung auf B (X). Ist A C P (X), so gilt:
(i) supA=U A
(ii) inf A =m A
Beweis. B := U 2 ist obere Schranke von 2, denn fiir jedes C'€ A gilt:
ccu

denn aus z € C folgt z € D fiir ein D € A (ndmlich D = C), also z € U 2.

B ist kleinste obere Schranke von fracA, dann ist B’ irgendeine obere Schranke von
2A, so gilt A C B fiir alle A € 2, also gilt auch WA C B',d.h. BC B

Dies zeigt (i). Der zweite Teil folgt analog. O

Satz 3.4. | (Teilbarkeit) ist eine Halbordnung auf N. Dann gilt fir a,b € N\ {0}:
(i) sup{a, b} = kgV (a, b) (kleinstes gemeinsames Vielfaches)

(ii) inf{a, b} = ggT (a, b) (grofster gemeinsamer Teiler)
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Beweis. ,(i)“: Sei ¢ :=sup{a, b}. c ist obere Schranke von {a, b} beziiglich der Teilbar-
keit, d.h. a| cund b| ¢ = ¢ ist gemeinsames Vielfaches von a, b.

Sei ¢ weiteres gemeinsames Vielfaches von a,b = a| d und b | ¢ = ¢ ist obere
Schranke von {a, b} beziiglich |.

= ¢ | ¢, weil ¢ kleinste obere Schranke von {a, b} ist (beziiglich |).

= c¢< /¢

— c=kgV

, (i) analog. O

3.3. Definition der Zahlen

Zu einer Menge X sei X := XU {X}.

=9 ( )
1 =0"=0U{0} =oU{g}={2} (3.15)
=1"=10{1} ={g}u{{e}} = {2 .{2}} (3.16)
=27 =20{2} = {2, {g}} U{{z, {2}}} = {2,{2}.{2.{2}}} (3.17)
= ... (3.18)

- W NN = O

e Esgilt: 0ele2e3¢€...

e Esgilt: 0C1C2C3C...

3.11. Eine Menge heifit induktiv, falls sie die @ Menge (als Element) ent-
hilt und mit jedem X auch XT.

Wunsch Es gibt eine induktive Menge. Der Durchschnitt einer Menge von induktiven
Mengen ist wieder induktiv. Ist nun M induktiv, dann ist

Ny :=m{A C M: A induktiv} # & (denn M selbst ist darin)

ebenfalls induktiv.
Ist M eine weitere induktive Menge, so ist M N M induktiv und Teilmenge von M.
Folglich:

Def. Ny,
Ny © MnMcM (3.19)
Insbesondere ist
Ny C N, C Ny (3.20)

D.h. die Konstruktion ist unabhéngig von M.
Wir konnen daher definieren (!):
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3.12.
N := Ny (3.21)

fiir beliebige induktive Menge M. N ist Teilmenge jeder induktiven Menge
(die ,kleinste* induktive Menge).

Die Elemente von N heiflen natirliche Zahlen; jede natiirliche Zahl # 0 ist
Nachfolger einer anderen natiirlichen Zahl (d.h. zu z € N\ {0} existiert ein
y € N mit y© = z).

Satz 3.5 (Vollstdndige Induktion I). Sei p(z) eine Aussageform tber N. Ist p (0) wahr
und impliziert fiir jedes n € N die Wahrheit von p(n) auch die Wahrheit von p(n™)
(,n+1%), dann ist die Aussage p(n) fir jedes n € N wahr.

p = q =T (3.22)
impliziert p = r (3.23)
p(0) = p(l) = p(2) = p(3) = ... (3.24)

Beweis.
M:={neN:p(z) ist wahr} (3.25)
M induktiv, denn enthélt 0 und mit n auch n* (3.26)
— NCMCM (3.27)

also:

M=N (3.28)
O

Satz 3.6 (Anordnung der natiirlichen Zahlen).
(i) Fir m,n € N gilt: m € n <= mC nAm#n (Schreibweise: &, C, ,m echte
Teilmenge von n“)

(ii) C ist Totalordnung auf N

(7ii) Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.
(Ohne Beweis; der Beweis ist eine (technische) vollstdndige Induktion.)

Satz 3.7 (Vollstandige Induktion II). Sei p(z) eine Aussageform iiber N. Fiir jedes
n € N impliziere die Wahrheit von p(x) fir alle z < n die Wahrheit von p (z). Dann gilt
p(n) fir jedes n € N.

Beweis. (Ubung) O

3.13. Man nennt eine totale Halbordnung eine Wohlordnung auf A, falls
jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element besitzt.
Z.B. ist N durch die natiirliche Ordnung < wohlgeordnet (R dagegen nicht).
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Wunsch 10 Aquivalent zum Auswahlaxiom sind:

Wohlordnungssatz Jede Menge besitzt eine Wohlordnung.

Lemma 3.8 (ZORN). Besitzt jede totalgeordnete Teilmenge einer nichtleeren halbgeord-
neten Menge eine obere Schranke, so besitzt X ein mazimales Element.

Aus dem ZORNschen Lemma folgt zum Beispiel:

o Jeder Vektorraum besitzt ein maximale linear unabhéngige Menge (sog. Basic).
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Alternativschreib-
4.1. Seien A, B Mengen. Eine Relation f C A x B heifit Funktion von A we.ise'n fir n€S
nach B, Schreibweise: existiert genau ein
f:A—B Element“: 3! bzw.

Jp

falls es zu jedem z € A genau ein y € B mit (z,y) € fgibt, d. h.:

Vee A:Jye B: (z,y) € fAVzEB: (1,2) € f = 2=y

Statt (z,y) € f (oder zfy) schreibt man gerne f(z) = y, bzw.: Das eindeutig zu z € A
bestimmte y € B mit (z,y) € f wird mit f(z) bezeichnet (,,f von z*).

B
o o °
o o °
o o .

A

Abbildung 4.1.: Darstellung einer Funktion

o fheilt injektiv, falls fiir alle 21,20 € A aus f(z1) = f(a2) stets x; = a» folgt.

f heifit surjektiv, falls zu jedem y € B ein z € A mit f(z) = y existiert.

f heilt bijektiv, falls finjektiv und surjektiv ist.

e Ein z € A mit f(z) = y heiit ein Urbild von y € B. Urbilder sind also alle z zu
seinem bestimmten y.

Daraus folgt:

fist injektiv <= jedes y € B hat hochstens ein Urbild (4.1)
fist surjektiv <= jedes y € B hat wenigstens ein Urbild
= fist bijektiv <= jedes y € B hat genau ein Urbild

—~
= e
w N
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o Die Menge aller Urbilder von y wird mit f~! (y) C A bezeichnet.

« Die Menge aller Urbilder von Argumenten z € Y C B wird mit f~! (Y) bezeichnet
(also /1 ({y}) =/~ ().

Daraus folgt:

finjektiv <= Vy € B: f ' (y) hat hochstens ein Element (4.4)
fsurjektiv <= Vy € B: f!(y) hat wenigstens ein Element
fbijektiv. <= Vy € B:f'(y) hat genau ein Element

Satz 4.1. Eine Funktion f: A — B ist genau dann bijektiv (eine Bijektion), wenn
die Umkehrrelation f~1 (siche Kapitel 3) eine Funktion ist. In diesem Fall ist f~ auch
bijektiv und heifst Umkehrfunktion von f.

Y
2 s
—// /
-3 —2 -1 1 2 3
—9 |

Abbildung 4.2.: Die e-Funktion (bijektiv) und ihre Umkehrfunktion (bijektiv).

Beispiel:
fiR= R f(z) =4

Diese Funktion ist nicht injektiv, denn f~! (1) hat zwei Elemente ({41, —1}), und nicht
surjektiv, denn f~! (—1) hat kein Element.

Dagegen ist f: R — Rsq, f(7) := 22, surjektiv (denn jedes z € R>( hat ein Urbild,
nédmlich 1/z), aber nicht injektiv denn 1 hat zwei Urbilder.

f: Rsg = Rsq, f(7) := 22 ist injektiv und surjektiv, also bijektiv. Der Status von
Injektivitdt und Surjektivitéit kann je nach Kontext auch bei gleicher Funktionsgleichung
wechseln.
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3 -2 -1 1 2
Abbildung 4.3.: Die Normalparabel f: R — R, f(z) = 22

Beispiel: Sei A Menge # @, B (A) ihre Potenzmenge. Dann ist:!

FrB (@) x BA) > BA)  F(LY):=XNY

o fist immer surjektiv, denn fiir Z € P (4) ist f((Z,2)) = ZN Z = Z, also ist (Z, 2)
ein Urbild von Z.

o fist nicht injektiv, denn (fiir Z # A) (Z, A) ist ein weiteres Urbild von Z, denn
f((Z,A)=ZNnA=Z

Konkret: A = {1,2,3}, dann ist z. B.:

2,3 ={(X, Y) € B(4) x P(A): XN Y={1,2}} (4.7)
- {({1,2}, {1,21), ({1,2}, {1,2,3}), ({1, 2,3}, {1,2})} (4.8)

Zuriick zum Allgemeinen:

4.2. Ist f: A — B eine Funktion, so heifit f(z) das Bild von z unter f. Fiir
X C A heiBt f(X) := {f(2) : z € X} das Bild (oder auch Bildmenge) von X
unter f.

Damit gilt beispielsweise: f({z}) = {f(z)}.
Satz 4.2. Zwei Funktionen f: A — B, g: A — B sind genau dann gleich, wenn gilt:

Vee A: f(z) = g(x) (4.9)
L (A) x P (A) ist Menge aller Paare von Teilmengen von A
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4.3. Seien f: A - B und g : B — ( Funktionen. Dann wird durch
gof: A — C(gof)(x) := g(f(z)) (fir z € A)* eine Funktion g o f de-
finiert, die sogenannte Hintereinanderschaltung/Konkatenation/Verkopp-
lung/Verkullerung/Verkettung/ ...

¢,g Kuller f*) | g nach f*

Satz 4.3. f: A —» B,g: B — C seien bijektive Funktionen. Dann ist gof: A — C
bijektiv.

Beweis.
»g o finjektiv:
Seien z# 2/ € AT SEY f(2) £ £(«) (4.10)
TEEY (@) # 9 (F(2)) (4.11)
= (90f)(2) # (90 H () v (4.12)
»g o fsurjektive:
Zu z € C existiert ein y € B mit g(y) = z (denn: g ist surjektiv) (4.13)
Zu y € B existiert ein z € A mit f(z) = y (denn: fist surjektiv) (4.14)
= (9o f)(2) =g(f(2) = g(y) = = (4.15)
O

4.4. Eine Funktion fist eine Injektion, falls sie injektiv ist.

4.5. Eine Funktion fist eine Surjektion, falls sie surjektiv ist.

4.6. Eine Funktion fist eine Bijektion, falls sie bijektiv ist.

Fiir zwei Mengen A und B wird definiert:
e A ist hochstens so méchtig wie B, falls eine Injektion von A nach B existiert.

Al < B
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o A ist gleichméchtig zu B, falls eine Bijektion von A nach B existiert.

Al = |B|
Durch |-| < |-| wird eine Quasiordnung (auf jeder Menge irgendwelcher Mengen)
definiert.
,reflexive:

|A| < |A], denn f: A — A, f(x) := z ist Injektion (4.16)

f heilt auch Identitdt auf A, Bezeichnung idy.

Ltransitive:
Aus |A| < |B| und |B| < |C] folgt: (4.17)
Es gibt Injektionen f: A — Bund g: B— C (4.18)
— gof: A — C Injektion (?7?) (4.19)
Durch |.| = |.| wird eine Aquivalenzrelation (auf jeder Menge irgendwelcher Mengen)
definiert.
yreflexive:
|A| = |A|, denn id, ist Bijektion. (4.20)
Ltransitive:
Aus |A| = |B| und |B| = |C] folgt: (4.21)
Es gibt Bijektionen f: A — Bund g: B— C (4.22)
— gof: A — C Bijektion (??) (4.23)
— |A| = |C| (4.24)
,Symmetrisch*:
Aus |A| = |B| folgt: (4.25)
Es gibt eine Bijektion f: A — B (4.26)
— f!: B— A Bijektion (4.27)
= |B| = |4] (4.28)

4.7. Eine Menge heifit Ordinalzahl, falls € transitiv auf ihr selber und jeder
ihrer Elemente ist.
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Beispiel: Jedes n € N ist Ordinalzahl.

4.8. Die kleinste zu einer Menge X gleichméchtige Ordinalzahl heifit Kar-
dinalzahl bzw. Kardinalitit von X. Bezeichnung:

| X]

4.9. Eine Menge X heifit endlich, falls sie gleichméchtig zu einer natiirlichen
Zahl ist.

4.10. Eine Menge X heifit abzdhlbar (bzw. hdchstens abzahlbar), falls sie
hochstens so méchtig wie die natiirlichen Zahlen N ist. Insbesondere sind
endliche Mengen abzédhlbar, d. h.

[ X] < [N]

4.11. Eine Menge X heif$t diberabzdhlbar, falls

X £ IN|

Ist zum Beispiel Z die Menge der ganzen Zahlen und G = {z € Z : 2 | 2} die Menge
der geraden Zahlen, so ist |G| = |Z| (nicht: ., |G| < |Z]“).

Beweis.
f:Z — G, f(z) := 2z ist bijektiv (4.29)
,f injektive:
f(z) = f(y) (4.30)
2z = 2y, also (4.31)
r=y v (4.32)
»f surjektiv:
Ist y € G, so (4.33)
2| y, also (4.34)
y=2\fiirein A€ Z (4.35)
= f(A)=2A=y (4.36)
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Auflerdem: |Z| = |N|.

4.12. Eine Menge X heifit DEDEKIND-endlich, falls es keine Injektion von
X in eine echte Teilmenge von X gibt.

Beispiel:
o Hotel mit 8 Zimmer, alle belegt.

e Ein neuer Gast kommt, ich kann ihn nicht unterbringen

Hilberts Hotel:
« Hotel mit |N| Zimmern, alle belegt

o FKin neuer Gast kommt, ich kann ihn unterbringen:

— Der Gast aus Zimmer 7 zieht nach Zimmer 7+ 1, so wird Zimmer 0 frei.

o Abzéhlbar viele Gédste kommen, ich kann sie unterbringen:
— Der Gast in Zimmer ¢ zieht nach Zimmer 27+ 1

— dadurch werden die geraden Zimmer frei

AN

Abbildung 4.4.: Hilberts Hotel
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4.13. Eine Relation R C A x B heifit Matching von A nach B, falls zu jeden
a € A hochstens ein b € B mit (a,b) € R existiert und zu jedem b € B
hochstens ein a € A mit (a, b) € R existiert.

Satz 4.4. Fir zwei Mengen A, B gilt: |A| < |B| oder |B| < |A|.

Beweis. Die Menge M aller Matchings von A nach B ist durch C halbgeordnet.

Wir suchen beziiglich C ein maximales Matching. Dieses existiert in Folge des ZORNschen
Lemmas (Satz 3.8).

z: Jede totalgeordnete Teilmenge K von M hat eine obere Schranke.

WK ist kleinste obere Schranke von K bzgl. C

(4.37)
Frage: ist UK ein Matching?
Angenommen (reductio ad absurdum), dass nicht ...
Dann Ja € A und zwei verschiedene b, € B mit (4.38)
(a,b),(a, V') € UK (4.39)
oder aber 3b € B und zwei verschiedene a, d € B mit (4.40)
(a,b), (a’, b) € UK (4.41)

O.B.d. A. tritt Ersteres ein.

Zu (a,b)3IR € K: (a,b) € R (

Weil K geordnet ist, gilt RC R'VR CR (4.43
= (a,b),(a,b') € Roder € R (

= R oder R’ kein Matching 4 (

Folglich ist UK ein Matching. Also gelten die Vorraussetzungen des ZORNschen Lemmas.

Also enthélt M ein maximales Matching, etwa M.

(4.46)

Fall 1: Zu jeden a € A gibt es exakt ein b € B mit (a,b) € M. Dann ist M eine
Funktion von A nach B und sogar Injektion (weil Matching). = |A| < |B].
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Fall 2: Zu jedem b € B gibt es exakt ein a € A mit (a,b) € M. Dann ist die
Umkehrrelation M'~! eine Funktion von B nach A und injektiv. = |B| < |A].

Tritt weder Fall 1 noch Fall 2 ein, so gibt es ein a € A mit (a, ') ¢ MVY € B und es
gibt ein b € Bmit (d,b) ¢ M Vd' € A.
Daraus folgt:

M U{(a,b)} ist ein Matching, (4.47)
jedoch M > M, im Widerspruch zur Maximalitit von M (in M) (4.48)
O

Satz 4.5 (CANTOR). Fir jede Menge X gilt:

[ X] < % (X)] (4.49)
d. h.

X < [P (X)) (4.50)
und

X1 # B (X)] (4.51)

Beweis. (Ubungen)

Satz 4.6 (CANTOR/SCHRODER/BERNSTEIN). Sind A und B Mengen mit |A| < |B]
und |B| < |A|, so ist |A| = |B|.

Beweis. Seien zunédchst A und B disjunkt (d.h. AN B = ©).
Nach Vorraussetzung existieren Injektionen f: A — B, g: B — A.
Man betrachte fU g (als Netzwerk) (siehe Abbildung 4.5).

e fund g

o Aus z € A weist genau ein roter Pfeil fort

e Auf y € B weist hochstens ein roter Pfeil zu
e Aus y € B weist genau ein blauer Pfeil fort

e Auf z € A weist hochstens ein blauer Pfeil zu

Die ,,Komponenten“ von fU g sind ...
. einseitig unendliche Strahlen (beginnend in A oder B)
. zweiseitig unendliche Strahlen

. Kreise gerader Lange
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s
oy}

Abbildung 4.5.: Darstellung der Injektionen f und g. Der obere Teil der Punkte zeigt
einen Kreis gerader Lange, der untere Teil einen unendlichen Strahl.

Das Netzwerk fU g ,zerfallt“ in derartige Teile.

Sei A" die Menge der a € A, die nicht auf einem in B beginnenden unendlichen Strahl
liegen. Man setze h(a) = f(a) fiir jedes derartige a € A’ und h(c) := g~!(c) fiir jedes
cec A\ A’, wobei g1 (¢) das eindeutig bestimmte Urbild von c unter g sei.

Somit ist h: A — B eine Bijektion. Folglich: |A| = |B|] v/

Im allgemeinen Fall betrachte man

p: A= Ax {1}, ¢ (a) :=(a,1) (4.52)
und ¥ : B— Bx {2}, () :=(h2) (4.53)

© und ¢ sind Bijektionen, A x {1} und B x {2} sind disjunkt.
¢ ist injektiv, denn fiir z # y ist ¢ (z) = (z,1) # (y,1) = v (y), @ ist surjektiv, denn

fir (a,1) € A x {1} ist ¢ (a) = (a,1).
Nach Vorraussetzung existieren Injektionen f: A — Bund ¢g: B — A.

A B

© Spfl 1/} w—l

Ax {1} Bx{2}

e Yofop t:Ax {1} — Bx {2} ist injektiv
o pogop l:Bx {2} — Ax {1} ist injektiv

Folglich gibt es eine Bijektion h: A x {1} — B x {2} (nach erstem Teil des Beweises).
Yp~tohop: A— Bist folglich eine Bijektion = |A| = |B|. O
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4.1. Mengenfamilien

4.14. Seien M (Grundmenge) und I (Indexmenge) Mengen. Eine Funktion
f: I — M heifit auch Familie (itber M mit Indexmenge I).

(fi)ier

wobei f; = f(1).
Ist I={1,2,...,n}, so schreibt man auch (fi, fo, ..., fn) statt (fi)ic(1, .. n}-

Beispiel:  (A:)ic(1,2,3) mit A1 := &, Ay := @, A3 := {17, 18} definiert eine ,Mengenfa-
milie“ mit Indexmenge {1, 2,3}, namlich (&, &, {17,18}).

4.15. Eine Familie iiber M mit Indexmenge N heifit auch Folge iiber M.

Schreibweise:
(a()a ai, ag, . . '7)

Beispielsweise wird durch a; := 27 mit ¢ € N die Folge der geraden natiirlichen Zahlen
definiert ((0,2,4,6,...)).

4.16. Fir eine Mengenfamilie (A;);c; mit Indexmenge I sei

HAi:{f:I%@{A:iGI}:f(i)eAi} (4.54)

el
das Produkt von (A;)qcr.

Die Elemente von [[,.; A; sind folglich Familien (f;) e mit f(4) € A;.

Beispiele
o I1=1{1,2,3}, A;:=R, dann ist HAi = {(:1:1, T, 13) : Ty, T, X3 € R}
el
e I=N, A;:=Q, dann ist HAZ': {(ao,al,...) o€ Q Vie N}
el
Ist (A;)icr konstant, etwa A; = A fiir alle 7 € I, so schreibt man anstelle von [[,.; Ay

A[
So zum Beispiel R1:23} statt Hz'e{l 2,3} R bzw. R? oder auch QY fiir die Menge aller

rationalen Folgen.
Alist daher die Menge aller Abbildungen von I nach A.

Im Fall I={1,2,3,...,n} schreibt man auch anstelle von Hie{1727m7n} Aj
A1XA2XA3X~~'XA,L



5. Gruppen / Ringe / Korper

5.1. Eine Operation auf einer Menge A ist eine Funktion f: A x A — A.
Schreibweise: afy statt f(z, y).

Statt fschreibt man meist +,-,—, /, 0, X, %,:,©,. ...

5.2. Eine Menge G mit einer Operation - heifit Gruppe, falls gilt:
(i) Va,b,ce G:a-(b-¢c)=(a-b)-c (- assoziativ)
(ii) dee G:Vae G:e-a= a-e= a. Dadurch ist e eindeutig bestimmt.
Ist € GmitVae G: € -a=a-¢ =a,sogilt € =¢-e= e eheiflit

neutral und wird gerne mit 1 bezeichnet.

(iii) Va € G3b€ G:a-b="b-a= e (wobel e das neutrale Element aus
(ii) sei). Auch b ist hierdurch eindeutig bestimmt: Gilt auch fir ¥ :

@t =V a=esofolgt: b2 be=b-(a- ) 2 (h-a)-H = et 2y,

b heifit invers zu a, Schreibweise: a=! (also a-a ! =a1-a=1).

Multiplikative Schreibweise: Operationen - oder dhnlich.

1, a !

Additive Schreibweise: Operationen + oder dhnlich.
0,—a
Die Bedingungen (i), (ii), (iii) lauten dann:
(i) Va,b,ce G:a+ (b+c)=(a+b)+¢
(ii) 30 € GVae G:a+0=0+a=a
(ili) Vae G3—a€ G:a+(—a)=—a+a=0

Achtung: Es wird nicht verlangt, dass Va, b€ G:a-b= 10" a.
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5.3. Eine Gruppe G heiflt abelsch oder kommutativ, falls gilt:
Va,be G:a-b=b-a

Solche Gruppen werden meist additiv (+,0, —a) notiert.

Beispiel: Sei X Menge, Sy sei die Menge aller Bijektionen von X nach X (siehe Abbil-
dung 5.1), die sogenannten Permutationen von X. Sy ist eine Gruppe mit o (Konkate-

nation, s.o.), denn: Die Konkatenation von Permutationen von X ist wieder eine solche
(siehe ?7), denn:

(i) Vf,g.h € Sx: fo(goh)=(fog)oh

Beweis. Fiir jedes x € X ist

(Fo (92 1) (2) = (g2 b) (2)) = S (h())) und

((fo g) o h) (2) = (fo g) (h(x)) = f(g(h(x))) 0
(ii) Die Funktion idx : X — X, idx (x) := z ist neutral beziiglich o.

Beweis. Fiir jedes z € X und f € Sx gilt: (fo idx) (z) Dt flidx (z)) Def f(z) und

(idy o f) () 2 idy (f(2) 2 f(2), also foidy = fund idyo f=f u

(iii) Zu fe€ Sxist f~! € Sx die Inverse zu f beziigich o.

Beweis. Fir z € X betrachte (fo ffl) (z) f(f*1 (z)) = f(y), wobei y das
(einzige) Urbild von z unter fist. Folglich gilt f(y) = z, also (fo /1) (z) = =.

Ahnlich zeigt man: (f! o f) (z) = . Also: fo f! = idx und f! o f= idx. O

Def.

Beispiel:
o X={1,...,5}
e Abbildung 5.2

Insbesondere gilt:

fog#gof
Folglich ist die Gruppe Sy, 5} mit o nicht abelsch.
Fir allgemeines X und aq, ..., a, paarweise verschiedene Elemente aus X definiere:
f: X — X durch:
any1 , falls z=g;jfireinje {1,...,n—1}

flz) =< a1 , falls z = a,

T , sonst
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1 1
2 2
3 3

Abbildung 5.1.: Eine Bijektion von X nach X.

1%
2%
3% 5@
n"

Abbildung 5.2.: Identitéit idx

Abbildung 5.3.: TBD Verkopplung von Funktionen

2%

49
69

Abbildung 5.4.: Beispiel einer Funktion f: X — X



39

Siehe dazu Abbildung 5.4. f wird bezeichnet durch (a1, ..., a,) oder auch (a; ...

Zum Beispiel': f= (152)0(34);g=(1542)
fog=(152)0(34)0(1542)
=(12534)

Tabellarische Schreibweise: Fiir f€ S(; ) schreibe:

Beispiel:

(123)0(12)=(13)0(2)

~ (13)
(12)0(123)=(1)0(23)

— (23)

(13) # (23)

1 o1

2 2

Se——e3

Abbildung 5.5.: Verkullerung von fund g zu

5.4. HC G ist Untergruppe der Gruppe G mit -, falls gilt:
(i) 1 € H (alternativ: H # @)
(ii) Ya,b€ H: a- B € H (Abschlusseigenschaft)

(iii) Va € H: a=! € H (Abschlusseigenschaft)

(Aquivalent: - ,eingeschrinkt® auf H ist Operation auf H und H mit dem

eingeschrankten - ist eine Gruppe)

!Siehe dazu Abbildung 5.3

).

A~ N S SN
grogv v ovoon
© oo J O Ot
— — ~— — —
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Der Durchschnitt irgendwelcher Untergruppen von G ist eine Untergruppe von G. Sei

Q eine Menge von Untergruppen von G.
Zeige MC ist Untergruppe von G.

’7(1)“:

Esist 1 € H fiir jedes He ©, also 1 € A¥

oS

Fir a, b € mQ folgt :
VHeQ:a,be H
alsoVHe O :a-be H
also a- bemQ®

,(1i1)
Fir a € mQ folgt a € H fiir jedes He Q

alsoVHeQ:a e H
also a ' e AQ O

Satz 5.1. Ist $ eine Menge von Untergruppen, so auch M $.
Folgerung: Fir A C G, (G,-) Gruppe, ist
(A)g =mM{HC G: AC H}

eine Untergruppe.

5.5. Gegeben sind G, H Gruppen mit -g, -, sowie ¢ : G — H Abbildung.
Falls Va,b € G: ¢(a-gb) = ¢(a) g ¢ (b), dann ist ¢ Homomorphismus

zwischen G und H.

Es ist also egal, ob die Operation zunéchst in G und dann in H oder umgekehrt

ausgefiihrt wird.?

Satz 5.2. Sei ¢ : G — H Homomorphismus zwischen G und H mit -q, . Dann

(1) ¢(1g) = 1u

(2) Vag G: (o(a) " = (a)

2Siehe dazu Abbildung 5.6
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Abbildung 5.6.: Ein Homomorphismus

Beweis.
» 1%
¢(le)=¢(lc-1c)
=¢(lg) ¢ (le)
= lu-p(le) =¢ (1) ¢ (lc)
=1lp-1n
=1y v
2
p(a)-p(a)=¢(a-a)
=¢(lg)=1n
p(a!) ¢la)=¢(a" a)
=¢(lg)=1n
= alsoist (p (a))_1 = (a_l)

Satz 5.3. ¢ : G — H Homomorphismus zur (G,-¢) und (H,-g). Dann ist
(1) (G)i={p() we Gy <

(2) Kern o :={z€ G:p(z):=1y} < G

(3) ¢ injektiv <= Kern ¢ = {15}

Beweis.



42 5. Gruppen / Ringe / Kérper

77]‘“:
e 1y € ¢(G), da vorheriger Satz (1)
e ist a,b € p(G), etwa
= ¢(z), b = p(y) fiir geeignete z,y € G
= () - ( y)
= ¢(z-y) € p(G)
e ist a € p(G), etwa a = ¢(z), so
= p(a7") € ¢(G)
”2“:
e ls€ Kern g, da o(lg) =1g
e Sind a,b € Kern ¢, so ist
p(a-b) = ¢(a) - (b)
Def.
= 1y -lp=1m,
also a- b e Kern ¢
o und p(a™") = (p(a)) ™"
=1, =1g
also a~! € Kern ¢
773“:
77%“:
Sei ¢ injektiv und x € Kern ¢
= ¢(z) = 1y, auBerdem ¢(1lg) = 1y
— T = 1G
= Kern p = {14}
77<_“:

Sei Kern ¢ = {1¢} und 7,y € G mit p(z) = ¢(y)
= (@) (o) = ola) - (o))
— 1y
und p(z) - (9(y) ™" = @(@) -9y ")
=p(ey )
— z-y ' € Kern g
= x- yil =1q
= =y



5.1. Isomorphismen

5.1. Isomorphismen

5.6. Ein Isomorphismus zwischen Gruppen (G, ) und (H,-p) ist ein bi-
jektiver Homomorphismus. G, H heiflen isomorph (G = H), falls es einen

Isomorphismus zwischen G und H gibt.

Bis auf den Namen der Elemente sind die Gruppen also gleich.
= ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.

yreflexive:
G = @G, da idg Isomorphismus v
n,Symmetrisch*:

G=H
—> Jy: G — H Isomorphismus
Beh.: ¢! : H— G ist Isomorphismus
Bew.: ¢! bijektiv klar
¢~ ! Homomorphismus
Seien a,b € Hund == o '(a),y= ¢ (D)
= ¢(z) = a,9(y) = b
— @z y) =) -y =a-b
= ¢ (a- b)) =9 (p(z-y) =2 y=¢ " (a) ¢ (D)
— ¢! Isomorphismus
— H=G Vv

Htransitive:

G=H=]
= Jy: G— Hund ¢ : H— J Isomophismen
Yo : G— JIsomorphismus, weil
(op)(a-b)=1(p(a-b)
=¥ (p(a)- ¢ (b))
=Wop)(a)- (Wop)(b) VabeG
1 o p bijektiv
== G=J
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Satz 5.4. Jede Gruppe G (mit -) ist isomorph zu einer Untergruppe von
Sa = {f: G— G| fbijektiv}
Beweis.

Zu a € G sei
fo: G—= G, fo(x)=0a-x

* f, bijektiv
Beweis injektiv: fo (z) = fo (y) = ax=ay = z=y v
Beweis surjektiv: zu y € G setze t = a 'y

— fi@®)=a-al-y=y
¥ faofo = fab
Beweis: (fo0 f3) (2) = fa (fy (7))
=a-(b-2)=(a-b) c=fop(2)

Wegen Gleichung 5.77 ff. ist durch ¢(a) = f, eine Abbildung von G nach S¢ definiert.

Wegen Gleichung 5.81 ff. gilt

p(a)op(b) =faofy = Jav = f(a-b)
d. h. ¢ ist Homomorphismus von G nach Sg.
Damit gilt:
H:=¢(G)
= {go(a) | a € G}
={falac G}
<S¢

= ¢: G- H
mit ¢ (a) =p(a) Vae G
—> ¢ surjektiv, Homomorphismus

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist.

fa:idG
= Ve G:fy(r) ==
<= Vze G:ia-z=2
— a=1g
also Kern ¢ = {14}
—> ¢ injektiv
Also: G2 H<L S¢

(5.85)
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5.2. Arithmetik von N
e +: Nx N— N werde definiert durch
m+0:=m Vme N

und
m+nt = (m+n)" VmeN

(rekursive bzw. induktive Definition), n € N
Daraus:

e -: Nx N— N durch
m-0:=0 Vme N

und
m-nt:=m-n+m VYme N

,ne N

Satz 5.5. N mit + erfillt (i)°, (ii)¢ aus der Definition Gruppe“ Auflerdem ist +
kommutativ.
N mit - erfillt (i), (ii) aus der Definition ,,Gruppe® Auferdem ist - kommutativ.

Beweis. Wir zeigen zunachst m+n=n+m Vm,née N.
g Vne Nim+n=n+m (5.100)

Beweis induktiv iiber m.

(1) Induktionsanfang:

m=0 (5.101)
5. Vne N:0+n=n+0 (5.102)

Dies zeige man induktiv tiber n.

(2) Induktionsanfang:

n=0 (5.103)
In der Tat gilt: 0+0=0+4+0 Vv (5.104)

(2) Induktionsvorraussetzung:

Gelte 0+ n=n+0 fiirein ne N (5.105)

3 Assoziativitit
4Existenz eines neutralen Elements
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(2) Induktionsschluss:

0+nt PLFpt 40 (5.106)
Y n+o)* (5.107)
DL+t (5.108)
PLt 4o v (5.109)
(1) Induktionsvorraussetzung:
Gelte Vn € N:m+n = n+ m fiir ein m (5.110)
(1) Induktionsschluss:
z: Vne€ Nm' 4+ n=n+m" induktiv iiber n (5.111)
(3) Induktionsanfang:
z: mt +0=0+m" (bewiesen in Gleichung 5.102 ff.) (5.112)
(3) Induktionsvorraussetzung:
Gelte m™ + n=n+m" firein ne N (5.113)
(3) Induktionsschluss:
. m+nt=nT +mt (5.114)
mt 40t PET (mt )T (5.115)
% (n+m*)* (5.116)
= ((n+mt)" (5.117)
w4+ mt PET ()T (5.118)
(ITV) (m+nt)* (5.119)
= ((m+nm)h)" (5.120)
Dies zeigt: + kommutativ.
(5.121)

Jetzt:

%z VYimée N:Il+ (m+n)=(I+m)+ n, induktiv iiber n € N (5.122)
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Induktionsanfang:
Esist I+ (m+0) "Z 14 m (5.123)
= (+m LT (l+m)+0 v (5.124)
Induktionsvorraussetzung;:
Gelte Vime N: I+ (m+n) = (I+m)+ n fir ein ne N (5.125)
Induktionsschluss:
I+ (m+n") DLty (m+n)* (5.126)
PLF (14 (m+n))t (5.127)
Y (14 m)+n)" (5.128)
Lt (1 m) 4t v (5.129)
(5.130)
Dies zeigt den ersten Teil des Satzes.
Der Beweis des zweiten Teils verlduft dhnlich. O

Satz 5.6 (Streichungsregel). Fir a,b e N gilt: Aus a+n= b+ n folgt a = b.

Beweis. (Induktiv iiber n mithilfe von Va,b € N: at = bt = a=b) O

5.3. Konstruktion und Arithmetik von 7Z

Man betrache N x N = {(a, b) :a€ Nbe N}. a beschreibt den positiven Anteil, b
beschreibt den negativen Anteil der ganzen Zahl. (a, b) wird interpretiert als a — b

o (0,3) entspricht der ganzen Zahl —3.
e (2,5) entspricht auch der ganzen Zahl —3.

(d', ) ist folglich , gleich“ (a,b), wenn a — b= d — ¥ gilt.
Durch
a,b)~ (d, V) < a+b =d+b
(

wird eine Aquivalenzrelation auf N? definiert. Die Aquivalenzklassen von ~ heien ganze
Zahlen. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist folglich

7= {[(a, D], (a,h) € Nx N} (5.131)
Man definiere zwei Operationen +, - auf Z wie folgt:

FZXT T (5.132)
[(a, b)}/w + [(e, d)}/N = [(a+c b+ d)]/N (5.133)
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Zu zeigen ist hier die Wohldefiniertheit, d. h. die rechte Seite hdngt nicht von der Wahl
der Repriisentanten (a, b), (¢, d) links ab. D.h. [(a, b)]/N = [(d, b’)}/w und [(c, d)]/N =
(¢, d’)]/N impliziert [(a+ ¢, b+ d)]/N =[(d+d, b+ d/)}/N:

a+b=d+brhc+d=c+d = (a+c)+ ¥ +d)=(d+)+(b+d) v (5.134)

D LX T — 7 (5.135)
[(a, b)]/N (e, d)]/N := [(ac+ bd, ad + bc)]/N (5.136)
ist ebenfalls wohldefiniert. Dazu zeige man:

a+bV=d+brc+d=+d = ac+bd+dd+bd=dd+Vd+ ad+ bc
(5.137)

TBD RECHNE SELBST, VERDAMMT!
(5.138)
Die ganzen Zahlen Z mit + bilden eine Gruppe, neutrales Element:

[(070)]/~ (ohne Beweis)

5.4. Konstruktion und Arithmetik von Q

Man betrachte
Zx (Z\ {0}) = {(a,b) cae Zbe Z\{O}}

Durch
(a,b) ~ (d,V): < a-V'=d b

wird eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z\ {0}) definiert. Die Aquivalenzklassen heifien
rationale Zahlen. Schreibweise:

2 statt [(a, )] Jo

b
Bezeichnung:
Q={F:abeZ b0} (5.139)
* b * ? 9 *
Arithmetik:
QX0 Q (5.140)
%+§l - “d;:lbc (ist wohldefiniert) (5.141)
2 QxQ—-Q (5.142)
a ¢ a-c
.= 14
b d b-d (5.143)
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In Klassenschreibweise:
[(a.0)] ..+ [(c.d)] = [(ad+ be,bd)] (5.144)
[(a, b)]/N . [(c, d)]/N = [(ac, bd)]/N (5.145)
Reelle Zahlen erhilt man aus Q durch DEDEKIND-Schnitte®.
5.5. Ringe und Korper
(i) = (iv): R mit

+ ist kommutative

5.7. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Operationen +, - und den folgenden
Gruppe.

Eigenschaften:

(i) Ya,b,ce R:a+ (b+c¢)=(a+b) + ¢

(ii) e R:Vac R:a+0=0+a=a

(iii) Vee R:3—a€ R:a+ (—a)=(—a)+a=0

)

)

)
(iv) Va,bE R:a+b=b+a
(v) Va,b,c€ R:a-(b-¢) = (a-b)- c (- assoziativ)
)

(vi) Ya,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-cunda-(b+¢c)=a-b+a-c(+, -
distributiv)

R heifit Ring mit 1 # 0, falls aulerdem gilt:

(vii) Es gibt ein (multiplikativ) neutrales Element 1 € R, 1 # 0, existiert
mitVee R:a-1=1-a=a

R heifit kommutativer Ring, falls (i) bis (vi) gelten und

(viii) YVa,be R:a-b=10b-a

5.8. Ein kommutativer Ring mit 1 ## 0 heifit Kdrper, falls gilt:

(ix) Zua€ Rya#0gbteseina ! € Rmita-a ! =atl-a=1
Beispiel: Z mit +, - ist ein kommutativer Ring mit 1 # 0, jedoch kein Korper ((ix) ist
verletzt fiir a = 2)

Beispiel: Q ist ein Korper, ebenso R (die reellen Zahlen) und C (die komplexen Zah-
len).

5Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Reelle_Zahl
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Beispiel: Sei m > 1 aus Zund Z,, sei die Menge der Restklassen modulo m, d. h.

Lo = { (0] )= modm (= 0):a€ Z} (5.146)
wobei @ = {be Z:b=a mod m} (5.147)
<~ m|(b—a) (5.148)

<= b, a lassen denselben Rest bei der Teilung durch m (5.149)

Wir definieren Operationen +, - auf Z,,:

+: Zy X Ly — ZLp, @+ b= a+ b (wohldefiniert) (5.150)
Wohldefiniertheit: Aus a — ' = Am und b— V' = pm folgt (a+b) — (d +b) =v-m

(5.151)
a—d =Xmund b— ¥V = pm (5.152)
= (a—d)+ (b=V) =Am+pum (5.153)
= (a+b)—(d+V)=A+p -m (5.154)
= v = A+ pu (tut es) (5.155)
-t Doy X Ty — Zop, @ b= a- b (ebenfalls wohldefiniert)
(5.156)
Satz 5.7. Z,, mit +,- ist ein kommutativer Ring mit 1 # 0.
Beweis. (i), .., (iv), (v)
H(vi)“:
(@a+0b)-c=(a+b)-¢ (5.157)
Y (5.158)
=a-c+b-c (5.159)
=a-c+b-eV (5.160)
,(Viii)“:
a-b=a-b (5.161)
=b-a (5.162)
=b-a (5.163)
O

L, ist im Allgemeinen kein Korper: Beispielsweise besesitzt 2 in Zg (m = 6) kein
multiplikativ Inverses. In Tabelle 5.1 sieht man in der Zeile zu 2 sofort, dass 1 nicht
auftritt.
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Tabelle 5.1.: Multiplikation auf Zg

ol O O O O O O
AU x| Wl N R O
=Nl O | N Of N
Wl Ol Wl O W O W
N | O N | O

=N Wl ] Ol O Ot

O ] Wl N | O -

5.9. Ein Nullteiler im Ring R ist ein a € R, a # 0, zu dem es ein b € R,
b # 0 mit a- b= 0 gibt.
Korper besitzen keinen Nullteiler.

Beispiel: Man Betrachte Zs in Tabelle 5.2. Es gilt 1-1=1,2-3=3-2=1,4-4=1.
Folglich ist Zs ein Korper.

Tabelle 5.2.: Multiplikation auf Zs

-[J0]T 2 3 4
0J0J0 0 0 0O
1{{0j1 2 3 4
2102 4 1 3
31013 1T 4 2
41014 3 2 1

# 0 besitzen eine Losung T=a"' - b.

l

Gleichungen der Form @-Z = b mit

Beispiel: Man betrache Zg = {0,1}. Zs ist ein Korper.

Tabelle 5.3.: Addition und Multiplikation auf Zo
+|0 10 T]-
0|0 1|0 00
111 00 1|1

Beispiel: 7, ist kein Korper, denn 2 ist Nullteiler.

Satz 5.8 (Division mit Rest). Zu a,b € Z,b # 0, gibt es eindeutig bestimmte q,r € 7
mit a = gb+rund 0 < r< [b|.

Beweis. ,Existenz“: Die Menge M := {a —qgb:q€ Z,a— qb> O} ist eine nichtleere
Menge nichtnegativer ganzer Zahlen. v
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M besitzt daher ein kleinstes Element r (sieche Wohlordnung von N, ?7) und es gilt

r=a— qbfirein g€ 7Z
alsoa=qgb+r
Wiére r > ||
dann wére r— |b] > 0
o |b‘:{a—(q+1)b f{n‘bZO
—(¢g—a)b firb<0
folglich r— |b| € M
jedoch r— |b| < r 4 Wahl von r.

,Eindeutigkeit®:

Sei ¢, 7’ € Z ein zweites Paar
mit a = ¢b+ 7 und 0 <7/ < |b|
= a—a(=0)=qgb+7r—(db+7)
=(¢=d) o+ (r=")
= ¢—q¢=0
= q=¢
und ¥ =a—¢db=a—qgb=1r

Satz 5.9. Sei m > 1. Dann ist
Zm:{ﬁ,i,ﬁ,...,m—l}

wobei Vi, j€ {0,1,...,m—1} :i#j, d.-h. |Zm| =m.

FEs ist Z,, ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.
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Beweis.
Sei @€ Znm (5.178)
— existiert ¢, 7€ Z (5.179)
mit a = gm+r (5.180)
und 0 < r<m (5.181)
= a=qn+r=¢ m+T (5.182)
=G 04T (5.183)
—0+7 (5.184)
alsoa=7¢€ {0,...,m—1} (5.185)
Fiir i # jaus {0,...,m— 1} (5.186)
0.B.d.A.i>j (5.187)
O<i—j<m—1 (5.188)
alsomti—j (5.189)
also i # j (5.190)
Ist m keine Primzahl, so besitzt Z,, Nullteiler (s.o.).
Sei jetzt m eine Primzahl und @ # 0. Finde multiplikativ Inverse zu a.
Fi Loy — Lo (5.191)
f(Z) := @- T ist injektiv, denn: (5.192)
Seien T # y aus Zp, o.B.d. A. (5.193)
>y (5.194)
und z,y € {0,...,m—1} (5.195)
Annahme:
f@ =1 (5.196)
= a-T=0a-7y (5.197)
= a(z—7) =0 (5.198)
= a(z—y) =0 (5.199)
= m|a(z—y) (5.200)
Mithilfe des Satzes von der eindeutigen Primfaktorzerlegung (s.u.)
= m|aoder m|z—y (5.201)
jedoch m{ a wegen @ # 0 (5.202)
und mtz—ywegen x—y<m 4 (5.203)
Folglich ist finjektiv (5.204)
also f bijektiv (denn Z,, (Dedekind)-endlich). (5.205)
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Insbesondere gibt es (genau) ein Z mit

f@=1 (5.206)
alsoa-z=1 (5.207)
Somit T=a " (5.208)
7 ist multiplikativ Inverses von a.
Somit ist Z,, ein Korper (5.209)
O]

Satz 5.10. Im Allgemeinen gilt: Genau dann g¢ibt es einen endlichen Kérper mit q
Elementen, wenn q eine Primzahlpotenz ist.

Satz 5.11 (Zerlegung in Primfaktoren). Jede Zahl n > 1 ldsst sich als Produkt von
Primzahlen darstellen. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolgen der Faktoren ein-
deutig.

Dabei ist das Produkt von 0 Primzahlen = 1 und von einer Primzahl p = p:

1=[[2=23=34=2.25=56=2-37=78=2-2-29=3-3,...
#

a™ ist induktiv definiert durch o =1 und ™' := a- a® fiir n > 0.

5.6. Polynomringe in einer Unbekannten

5.10. Sei K Kérper. Eine Folge p = (ag, a1, ...) € KN iiber K heiit formale
Potenzreihe.

Schreibweise:
K[ [1]] statt KN

wobei z die formale Potenzreihe z = (0,1,0,0,...) bezeichnet.

Ist a € K, so bezeichnet a ebenfalls die formale Potenzreihe (a,0,0,0,...).

5.11. p € K[[a]] heiBt ein Polynom, falls ein d € N existiert mit a; = 0
fir j > d. Fir p # 0 heifit das kleinste derartige d der Grad von p (Be-
zeichnung: grad p = d). Das Nullpolynom p = 0 hat (in dieser Vorlesung)
keinen Grad. Je nach Lehrbuch wird jedoch auch beispielsweise -1 oder —oo
angenommen.

Die Menge aller Polynome in K[[z]] bezeichnet man mit K[a].
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2 +224+1=(1,2,1,0,0,0,0,...) Grad 2
z=(0,1,0,0,...) Grad 1
322 + 42+ 5= (5,4,3,0,0,...) Grad 2
Satz 5.12. K[[ac]] wird mit +, - wie folgt zu einem kommutativen Ring mit 1:
+ 1 K[[]] x K[[2]] — K[[4]] (5.210)
(ag, a1,...) + (bo, b1,...) :== (ap + bo, a1 + b1,...) (,punktweise®) (5.211)
: K[[a]] x K[[]] — K[[4]] (5.212)
(ao, a1,...) - (bo, b1,...) == (co, c1,...) (5.213)
k
mit cy, = Z ajbi—; (5.214)
=0
Beispiel:
(32 + 4z) - (z+3) = (0,4,0,3,0,...) - (3,1,0,0,...) (5.215)
=(0,12,4,9,3,0,0,0,...) (5.216)
=32 +92° + 427 + 122 (5.217)

3 170 O
0710 O
4112 4
0710 0
319 3
0
0

Bei der Berechnung in der Tabelle erhédlt man die Faktoren durch diagonale Addition

(0=0,124+40=12,0+4=0,9+0=9,3=3)

2" =(0,0,...,1(i=n),0,0,...)
2 - (ag, a1, ag,...) = (0,0,1,0,0,...) - (ag, a1, ag, ... )

= (0707 CLQ,CLl,(lQ,...)

(5.218)
(5.219)
(5.220)
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Man interpretiere a € K als die formale Potenzreihe (a,0,0,...). Dann ist

o0

(ag, a1, ag,...) :Zaj'mj (5.221)
§=0
= (a0,0,0,...) (5.222)
+(0,a1,0,...) (5.223)
+ (0,0, az,...) (5.224)
: (5.225)
= (ao,al,ag,...) (5.226)
wobei a; und 2/ Polynome sind.
5.12. Fiir ein f € K[[1]] sei
supp f={i€ N: f; 0} (5.227)

der Trdger (support) von f.

Die Menge Klz] = { f € Kl[[a]] : suppf endlich} bildet einen Ring mit +,- (ei-

nen Unterring von K[[z]]), denn: Sind f,g € Klz] mit ¢ = max (supp fU{0}),d =
max (supp gU {0}), ist k> ¢ A k> d, so ist f = 0 und g = 0, also auch f; + gx = 0, also

(f+ ), =0, also supp {f+ ¢} C {0, ..., max{c, d}}.
Ist k> ¢+ d, so ist fiir 4,5 > 0 mit i+ j= kstets i > ¢V j> d, also f; = 0 oder g; = 0,

also fi-gj=0,also Y fi-9;=0, alsosuppf-gC {0,...,c+d}.
i—7>0
;'+;';k
Folglich ist f+ g € K[z] und f- g € K[z] Vf, g € K]z].

Satz 5.13. Seien f, g € K[z] \ {0}. Dann gilt
(i) grad (f+ g) < max{grad f, grad g}
(ii) grad (f- g) = grad f+ grad g

Beweis.

7 (i) ¢ :

supp {f—i— g} - {0,...,max{gradf,gradg}} (5.228)
— grad (f+ ¢g) < max{grad f, grad g} (5.229)
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W (1)

Analog zu ,,(i)“ zeige man: grad f- g < grad f+ grad g (5.230)
Es ist (f* 9)grad frerad g = Y. iy (5.231)
,5>0
i+j=grad f+grad g
(fi-9; =0, falls i > grad fV j > grad g) (5.232)
= fgradf " Ygrad g (5233)
# 0 (k hat keine Nullteiler) (5.234)
Jo
fi
fgradf
0
O

5.13. Fiir f# 0 aus K[z] heifit fyraa s der Leitkoeffizient von f.
Der vorangegangene Satz gilt auch dann noch, wenn K ein kommutativer Ring mit
1 # 0 ohne Nullteiler ist (ein sogenannter Integrititsring).

Satz 5.14 (Division mit Rest fiir Polynome). Sind a,b € K[z],b # 0, so existieren
eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[a] mit a = ¢b+ r mit r= 0 oder grad r < grad b.

Beweis. Fiir a = 0 nehme man ¢=0,r= 0.
Existenz induktiv iiber grad a:

Induktionsanfang:

Fir a=0 ( )

oder grada < b (5.236)
nehme man ¢ =0 ( )
(5.238)

und r=a
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Induktionsschritt:

Fiir grada > grad b

. —1 rad a—grad b
betrachte p = agradq bgrad b af

als Polynom
— grad (a — pb) < grad a
L o = qd b+
fiir gewisse ¢, 7 € K|a] mit v/ =0V grad v grad b
= a=d+pb=¢b+1 +pb

=(d+p)-b+7
—— \/"':T

i=q :

=gb+r,r=0Vgradr < grad b
Eindeutigkeit:

Gelte fiir ¢,rund ¢,7: ¢= gb+ rund r= 0V grad r < grad b
und a = ¢b+ 7 und v/ =0V grad ' < grad b
== Oz(q—q')b—i-(r—r’)

Wire r# o/

sor—1 #0

so ist grad b > grad (7"—7!)
:grad(— (T’—T!))
:grad(q—q’)b
=grad (¢— ¢) + grad b
>gradb

also grad b > grad b 4
Folglich ist r = +/
= (q—q’)sz

(Ugg)q—q’zooderbzo
= q=4¢

Erklarungen:

¢ Gleichung 5.240 bewirkt, dass a und pb denselben Leitkoeffizienten haben.

e Die Polynome aus Gleichung 5.253 und Gleichung 5.254 sind gleich, deshalb auch

ihre Grade.



6. Boolesche Algebra

6.1. Eine Menge B mit Operationen V, A : Bx B — B (sprich: ,sup“, ,inf*)
und Abbildung ~: B — B (schreibe z, ,a-quer®) heifit BOOLEsche Algebra,
falls gilt:

(i) aVb=1>bV aund
aNb=bAa Va,beB

(ii)) aN(bVec)=(aNb)V(aAc)und
aV(bANc)=(aVbA(aVe) VabceB

(ili) 3L e B:aV Ll =1Va=a (,bottom*)
T e B:aANT=TAa=a (,top*)
Es existieren also zwei eindeutig bestimmte neutrale Elemente | und

—]

Mit (B, V, A, ~)“istauch ,,(B, A, V, ~)“ eine boolesche Algebra (der zu ,,(B, V, A, ~)¢
duale boolesche Algebra).

Beispiel: M Menge, B := B (M),U,N (statt V,A), @ := M\ a ist eine boolesche
Algebra, T=M, 1 = @.

Beispiel: B = {0,1}™ = {(a1,...,am) : a; € {0,1}Vi € {1,...,m}}. Man definiere

+]0 1 |0 1
+,- auf {0,1} durch 0 [0 1 und 0|0 O Ferner 0 := 1 und 1 := 0. Setze
111 1 110 1

(punktweise) fort zu Operationen auf B:

(al,...,am)—i—(bl,...,bm) = <a1+b1,...,am+bm>
(al,...,am)~(b1,...,bm) = (al-bl,...,am-bm)
(a1, am) = (a1,..., Gn) (6.3)

Dies liefert eine boolesche Algebra auf B
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Beispiel: Sei T}, die Menge der positiven Teiler von m > 2. kgV, ggT anstelle von V, A
sowie T := 7 liefert eine boolesche Algebra mit T = m und L = 1, sofern m quadratfrei,
d. h. keine Quadratzahl > 1 ist ein Teiler von m.

Satz 6.1. L, T sind durch (iii) eindeutig bestimmit.
Beweis. (wie beim neutralen Element in Gruppen, siehe Punkt iii auf Seite 36) O

Satz 6.2. @ ist durch die Gleichung in (iv) bestimmt, d. h. aus aVb=T und aANb= L
folgt b= Ta.

Beweis.
()

b bAT (6.6)
N A (ava) (6.7)
D pra)v(bAa) (6.8)
o v(bAa)=bAT (6.9)

aus b, (i)
N (6.10)
Vésb aA(aVb) (6.11)
WG Aa)v(anb (6.12)
LW ) (g A (6.13)
=aAb (6.14)
Folgich ist b = @ (6.15)
O

Lemma 6.3. In einer booleschen Algebra B,V, A, ~ gilt:

(i) Va€ B:aV T =T (Dominanz)
Vaoe BraNLl=_1

(i) Ya,b € B:aV (aNb) = a (Absorption)
Va,b€ B:aAN(aVb) =a

(iii) Aus a,b,z € B:aANz=bAxund aV z=>bV z folgt a= b (Streichungsregel)

(iv) Ya,b,c € B:aV (bV c) = (aV b)\V c (Assoziativitat)
Va,b,ce B:aA(bAc)=(aNb)Ac

(v) YVa,be B: aV b =
Ya,be B: aNb =

(DEMORGAN)
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Beweis.

”(i)“:

Der zweite Teil ergibt sich aus der Dualitét.

W (11):

aV(anb)=(aAT)V(aAD)
=aN (T VD)
=aNT
=a Vv

Der zweite Teil ergibt sich aus der Dualitét.

(1) “:

Aus den Vorraussetzungen folgt zunéchst:

(bAZ)V (DA T)=bA (zV T)
=bAT
=b
alsoa=b v
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w(Iv)“:

z: aV(bVe)=(aVb) Ve (6.33)
(aV (bV c)) A a= a (Absorption) (6.34)
((avb)Ve)ANa=aAN((aVbd)Vec) (6.35)
=(an(aVd))V(aAc) (6.36)
=aV(aAc) (6.37)
=a (6.38)
(av(bve))rna=(ana)V((bVec)Aa) (6.39)
=1Vv((bVeAa (6.40)
=(bVe)A T (6.41)
((avb)Ve)ra=((avbAa)V(cAa) (6.42)
=((ana)Vv(bAa))V(cAa) (6.43)
=(LV(bA@))V(cAa) (6.44)
=(bANa)V(cA a) (6.45)
=(bVeAa (6.46)
Also gilt nach Steichungsregel:
aV(bVe)=(aVb VeV (6.47)
Der zweite Teil ergibt sich aus der Dualitét.
’7(V)“:
avVbVv(aAb) = T
%, {(a YA (3 A D) :L}ﬁa/\b—a\/b (6.48)
In der Tat:
(avb)Vv(anb)=aV(bVv(aAb)) (6.49)
=aV ((bva)A(bVv b)) (6.50)
=aV(bV a) (6.51)
=(aVa)Vvb (6.52)
=TVb (6.53)
= (6.54)
Dies gilt fiir beliebige a und b, also auch fiir @ und b.
(a\/Z)v(ﬁAf):T (6.55)
Dualisierung: = (a A b)A(aAb) =1 (6.56)
also: (aVb)A(anb)=_L1 (6.57)

Der zweite Teil ergibt sich aus der Dualitét. O
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Satz 6.4. Sei B mit V,\, ~— Boolesche Algebra. Dann wird durch a <b <= aVb=1b
eine Ordnung auf B definiert. Es gilt:

(i) aVb=b < aANb=a
(ii) aV b=sup{a, b} (bzgl. <)
(iii) a A b= inf{a, b} (bzgl. <)

Beweis.

»< reflexiv:

aVa=(aVa)AT (6.58)
=(aVa)A(aV a) (6.59)
=aV(aN a) (6.60)
=aV L (6.61)
—a v (6.62)
,< antisymmetrisch*:
a<b<a = aVb=asowie bVa=1b (6.63)
— a=bv (6.64)
, < transitiv“:
a<b<c¢c = aVb=bsowie bVc=rc (6.65)
= aVec=aV(bVec) (6.66)
=(aVb)Ve (6.67)
=bVe (6.68)
=c (6.69)
= a<cV (6.70)
»(1)%
aVb=b = aANb=aA(aVb)=aund (6.71)

aNb=a = aVb=(aANb)Vb=0b v (Absorption) (6.72)
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W (1)«

aV b ist obere Schranke von a, b, (6.73)

denn a<aVb (6.74)

wegen aV (aVb)=(aVa)Vb (6.75)
=aV b, (6.76)

ebenso b < aVb (6.77)

a V b ist sogar kleinste obere Schranke, (6.78)
d.h.ausa<zund b< 2 (6.79)

folgt a VvV b < 2 (6.80)
denna<zund b< 2z = aVz=zund bVz=12 ( )
= (aVb)Vz=aV (bV2) (6.82)
=aVz ( )

=z (6.84)

(6.85)

— aVb<zV

,(1i1) ¢

Ahnlich, siche Ubung (nicht ganz symmetrisch, benutze (i)).
(6.86)
O

Die beziiglich < minimalen Elemente von B\ {L} heien Atome von B mit V, A, ~.
Die beziiglich < maximalen Elemente von B\ {T} heiflen Coatome.

Man betrachte B = B ({1,2,3}) mit N,U, ~, wobei Va C M : @ = {1,2,3} \ a
Man erhélt C als Ordnung von B, denn aU b = b <= a C b. Hasse-Diagramm siehe
Abbildung 6.1.

Ist allgemein B = P (M), M endlich, so sind die Atome von B mit U,N, ~ die 1-
elementigen Teilmengen von M, die Coatome sind die (| M| — 1)-elementigen Teilmengen
von M.

Satz 6.5. Sei B mit V,A\, ~ eine boolesche Algebra und b € B\ {L}. Seien a1,...,a
diejenigen Atome a mit a < b.

Dann folgt:
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{1,2,3}
VAN
{1,2} {1,3} {2,3} Coatome

XX
N

Abbildung 6.1.: Hasse-Diagramm von B ({1, 2, 3}).

{1} {3} Atome

Beweis.
bAc=bA (a1 V-V ag)
=((bANa)V---V(bA ag)
=a V---Va
=c
z: bAT=
Aus bA ¢ # L
folgt da Atom: a < bA T
= a<b
= a=q;furje{l,...,k}
0.B.d A j=1
= aqq=uAN|bA \E/
=aV..a
=g AbA G A A T
NG
aihar=1
=1 4, denn L ist kein Atom
Folglich:

bANc=cund cANc=c
bANec=1Llund cAc=_1
— b=c¢

Seien B mit V, A, ~ und B mit V, A, = boolesche Algebren.

(6.99)

(6.100)
(6.101)
(6.102)
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Diese heiBen isomorph zueinander, wenn eine Bijektion ¢ : B — B existiert mit

Va,be€ B:p(aVb) =¢(a)Ve () (6.103)
Va,b€ B: ¢ (aNb)=¢(a)Ap(b) (6.104)
(@)= ¢(a) (6.105)

Ein soches ¢ heifit Isomorphismus.

Satz 6.6 (STONE). Ist B mit V,\, ~ boolesche Algebra und die Menge A ihrer Atome
endlich, so ist B isomorph zur booleschen Algebra B (A),U,N, = wobei T := A\ = fiir
ze P(A), dh zC A.

Beweis. Fir X = {z1,..., x5}, so schreibe \/ X := z;V- - -Va; (V assoziativ, kommutativ).
Vo=_1 Esgiltz.B. \/XVV Y=V (XUY). Fiir b € Bsei ¢ (b) die Menge aller Atome
a mit a < b.

= \/o () =b (6.106)
Dies definiert ¢ : B — P (A4) (6.107)
%:  ist Isomorphismus (6.108)
» injektiv®:
@ (b) = (V) (6.109)
= o) =\ ¢ (6.110)
Oy v (6.111)
»p surjektiv:
Fiir XC A (6.112)
gilt (\/ X) - X (6.113)
denn ist a € X, so ist a < \/ X (6.114)
und ist a € A\ X, so ist a/\(\/X)zJ_;é \/X (6.115)
also a € \/ X (6.116)
Folglich ist ¢ eine Bijektion. v
=z —y
o @) " o[ Ve@v Vew (6.117)
¢ (Ve@Vvem) (6.118)
(6.106)

=" (@) Up(y) (6.119)
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Fiir beliebiges a € B gilt:

a<zAy —= a<zund a<y (6.120)
= a untere Schranke von {z, y} (6.121)
Folglich: p (zA y) = ¢ (2) N¢ (y) (6.122)
Fir ae A,z € Bgilt dann a € ¢ (T ) w(xV T) (6.123)
o (5) U (7) (6.124)
Ausae p(2)Up () = <p(x/\ T) (6.125)
= (1) (6.126)
=24 (6.127)
Also ist jedes a € A genau eine der Mengen ¢(z), ().
— o(7) =4\ 9 () (6.128)
= ¢ () (6.129)
(6.130)
Somit ist ¢ tatsdchlich ein Isomorphismus. O

Aus dem Satz folgt unmittelbar: Jede boolesche Algebra mit endlichem B ist isomorph
zu P(M) mit U,N, ~, wobei T := M\ x und M endlich ist. Insbesondere ist dann |B]
eine Zweierpotenz.

Beispiel: Sei T, die Menge der positiven Teiler von m und m quadratfrei. Sei A =

{p1,...,pr} die Menge der Primteiler von m, also m=py - --- - ps.
o: Ty — PB(A), (6.131)
o(z)={pj:pj| z;j€{1,...,k}} ist Bijektion (6.132)
¢ (kgV (z,9)) = ¢ () Up (y) (6.133)
¢ (2T (z,9)) = ¢ (z) N () (6.134)
p (m/z) = A\ ¢ (2) (6.135)
d.h. T, mit kgV,ggT, wobei = := m/z (6.136)
ist boolesche Algebra. (6.137)

6.1. Aussagenlogik als boolesche Algebra

Sei X eine endliche Menge von Variablen. Eine aussagenlogische Formel' F in X ist...

. atomar, wenn sie die Gestalt , 2 (mit z € X) oder ,,f? oder ,,w*? hat.

siehe 77
2 immer falsch®
3 immer wahr
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. zusammengesetzt, wenn sie die Gestalt ,(PV Q)“ oder (P A Q)“ oder ,—(P)* fir
gewisse Formeln P, () in X hat.

Der Wahrheitswert von F unter der Belequng : X — {f, w} der Variablen ergibt sich
wie in Kapitel 1. Bezeichnung: Wg(5). Der Wahrheitswerteverlauf ist die so definierte
Funktion W : {f, w}* — {f, w}. Folglich gibt es 2(2"") Verschiedene Wahrheitswertever-
laufe.

Aussagenlogische Formeln F, F’ sind also logisch dquivalent (F = F') genau dann,
wenn Wrp= Wgs gilt (d.h. V3 : X — {f,w} : Wr(B) = Wg: (5)).

Bezeichner (wie iiblich): [F],— — Diejenige Aquivalenzklasse von aussagenlogischen

Formeln in X (bzgl. =), die F enthilt. Es gibt 2(2™) iele Aquivalenzklassen.

[Fl = V_[F] == F\\//F' wohldefiniert (6.138)
sup B oder 1=

[Fl)= A _F])= = F\/\/F/ wohldefiniert (6.139)
inf und 1=

[F]— == (F)] )= wohldefiniert (6.140)

liefert eine boolesche Algebra mit der Menge B = { [F'] /= F aussagenlogische Formel}

aller Aquivalenzklassen (bzgl. =) von Formeln in X.

1 =1f] = (Menge aller Kontradiktionen) (6.141)
T=[u],= (Menge aller Tautologien) (6.142)

Fiir die Ordnung < von B (s.o0.) ergibt sich:

(Flo <[P, & [Fl_VIF],_=[F]. (6.143)
d.h [(FVF)] _=[F]_ (6.144)
dh. Wi = W (6.145)
dh FVF =F (6.146)
also (F = F') ist stets wahr (6.147)
Aus Tabelle 6.1 folgt also:
[F],= < [F'] /= falls Wp_, pr konstant w (6.148)

[F = F'],_=[ul_ (6.149)
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Tabelle 6.1.: Wahrheitswerteverlaufe von FV F/, FV F' < F'und F — F’.
F|F'|FVF' | FVF < F |F = F
f 1 f f w w

f | w w w w
w | f w f f
w | w w W w

Man rechnet nach:

[Flj= < [F] 2 = W' {wh) € Wy ({w}) (6.150)
Die Atome von (B,V,A, ~) sind genau diejenigen [F]/E, mit |W;1 ({w})‘ =1, d.h
Wr(8) = w fiir genau ein 5 : X — {f, w}. Die Atome kénnen besonders einfach repré-
sentiert werden. Fiir X = {z1,...,2,} ist 21 A2 A --- A x, = F ein solcher Représen-
tant, ebenso wie alle F’/, die sich durch Ersetzen einiger z; durch (—z;) daraus ergeben
(z.B. 2y A (ma2) A (ma3) Azg A -+ A xyeq A (—zp)). Diese Formeln heiflen Minterme.

Aus dem Satz tiber Atome einer booleschen Algebra folgt: Zu jedem [F] /= existieren
Atome [F1] _, ..., [Fi] = mit

[F]/E:[Fl]/zv'”v[Fk]/E:[Flv"'\/Fk]/E

(6.151)

Folglich gibt es zu jeder Formel F' Minterme Fy,...,F; mit F <— F; V- ---V F}.
Eine Formel der Gestalt Fy V ---V Fi mit Mintermen Fy, ..., Fy heifit in disjunktiver
Normalform (DNF).

Analog: 71 Vap V- - -V x, sowie alle Formeln, die daraus durch Ersetzen einiger z; durch
—z; hervorgehen, heiflen Maxterme. Die durch Maxterme reprasentierten Formelklassen
sind genau die Coatome von (B, V, A, ~). Zu jeder Formel F gibt es Maxterme Fi,. .., F}
mit

F < FIN...\F} (6.152)

Diese Form heifit konjunktive Normalform (KNF).

Beispiel: X = {z,y}. Es gibt |[{f, w}{®¥}| = 4 Belegungen 8 : {z,y} — {w, f}. Daher
gibt es 2% = 16 Wahrheitswerteverliufe fiir aussagenlogische Formeln in {z, y}. B wie
oben hat daher 16 Elemente. T ist repréasentiert durch w, denn W, (5) = w fiir alle vier
Belegungen von z, y. Die Belegungen notieren wir so: 5 (z) 8 (y), also vier Moglichkeiten
ff. fu*, wf, ww. Die Wahrheitswerteverlaufe so:

W (i) Wr (fw) Wr (wf) Wy (ww)

Yhier: B (z) = fund B (y) = w






7. Endliche diskrete
Wahrscheinlichkeitsraume

7.1. Ein (endlicher, diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, p)
aus einer endlichen Menge Q) von Elementarereignissen und einer Funktion

p:Q —[0,1] mit Zp(w): 1.
R wen

p heifit eine Verteilung auf 2.

A C Q heifit Ereignis, p(A) := Z p (w) heiBt Wahrscheinlichkeit von A.
w€eA
Fir Ereignisse A, B, A1,..., A gilt z. B.

(i) AC B = p(A) <p(B) (A Teilereignis von B)
(ii) p(AUB)+p(ANB) =p(4)+p(B)
(iii) Sind Aj,..., A} paarweise disjunkt, so gilt p(A; U---U Ag) = p (A1) +---+p(Ag)

(iv) p(A1U---UA) <p(A1)+---+ p(Ap)

(V) p(A)+p| Q\A | =1
——
Gegenereignis
Beispiel:
Q={1,...,6} (Ergebnisse beim Wiirfeln) (7.1)
111111
(222 == = 7.2
v=(555553) (1.2
1 1 1 1
2,4 =—+4+ -4 -= .
P2 A6 = o+ o= (73)
1 1111 1
p= <4710)574510710> (74)
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Beispiel:
N#0 (7.6)
p(w) = |(12 definiert die sog. Gleichverteilung auf (7.7)
Fir A C gilt dann: (7.8)
P =5 (7.9)
Satz 7.1. Sind (Q,p1),. .., (Qn, pn) Wahrscheinlichkeitsraume, so ist durch
p(wiy..oywm)) =p1 (wy) - Pm, (W) (7.10)
fir (wi,...,wm) € QX -+ x Qy eine Verteilung auf Q = Qq X -+ x Q,, gegeben. Fir
AL C QL. Ay C Q gilt:
p(A1 X+ x Ap)=p1 (A1) - pm (Am) (7.11)
A x -+ X Ay, ist ein sogenanntes Rechteckereignis.
Beweis.
Offenbar: p: Q — [0, 1] (7.12)
Seien Aq,..., A, wie oben (7.13)
= [0 =1] D_ piw)) (7.14)
=1 j=1 wjeA;
Ausmultiplizieren: = Z ﬁ pj (wj) (7.15)

(le---7w7rL) .7:1
EAIX XAy S=——=—
:p((wlz-~~7wm))

= Z p((wi,.-ywm)) (7.16)

(wl,...,wm)€A1 XX A

Summenkonvention:  =p(A; X - X A) (7.17)

Insbesondere gilt fiir Q = Oy x ... Qp:

p(@)=]]r)=1 (7.18)
j=1
weil (£, pj) Wahrscheinlichkeitsraum (7.19)
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(Q, p) aus dem Satz heiit Produktraum von (Q1,p1), ... (Qm, Pm)-

Q1 1) = (D, po) = ({1, .6}, <é éé)) (Doppelvwurf)

A= i} x Q= {(i,1), (5,2), ..., (i,6)}
B = Q1 X {]} = {(17j)7(2aj)7"'7(67j)}
AN B={(ij)}
p(A) =p1 ({7}) - p2 (Q22)
1 1
—-.1="=
6 6
p(B) = P1 (1) - p2 ({7})
1t
B 6 6
p(ANB)=p{i} x {j})
=p1 ({7}) - p2 ({4})
111
T 6 6 36
= p(ANB)=p(4) p(B)

7.2. Die Ereignisse A,B C Q heilen (stochastisch) unabhingig, falls
p(ANB)=p(A)-p(B) gilt.

7.3. Sei (2, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B C Q mit p(B) > 0. Dann
ist pp: B—[0,1], pp(w) = % Verteilung auf B, die sogenannte durch B
bedingte Verteilung.

Es gilt: pp (AN B) = p(pfégf}) =:p(A|B) fir ACQ.

p (A | B) heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B. B ist das bedin-
gende Ereignis.
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Beweis.
pr(ANB)= Y pp(w) (7.32)
weANB
. p (W)
Nach Definition: = — 7.33
22 o
1
= —— w 7.34
B ME;BP( ) (7.34)
1
=——p(ANB 7.35
—gpAnB (7.35)
p(ANB)
= 7.36
p(B) (730
Speziell fir A = B:
(BN B)
pp (B 7.37
p(B)
= 7.38
p(B) (739
=1 (7.39)
d.h. (B, pp) ist Wahrscheinlichkeitsraum (7.40)
O
Satz 7.2 (BAYES, kleine Version). Sei (€2, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C Q

mit p(A) > 0.
p(BlA4)-p(4)

p(A[B) = (5 (7.41)
Beweis.
p(BNA)
p(B|A) p(A) Det. p(A) -p(A)
(B p(B) (7.42)
_p(Bn4)
- p(A) (743)
_Pp(ANB)
- p(A) (744)
=p(4]B) (7.45)
]

Satz 7.3 (Totale Wahrscheinlichkeit). Sei (2, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
Ay, ..., Ay paarweise disjunkt mit p(A;) > 0 und U1 A; = Q. Dann gilt fir B C

k
=> p(B|A) p(4) (7.46)

j=1
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Beweis.

k k

S p(B] 4)-p(a) =3 PEOA) (4 (7.47)
j=1 j=1 p( ])

k
=> p(Bn 4 (7.48)

=1
=p (LﬂJf:lB n Aj> (7.49)
=p(B) (7.50)
]

Satz 7.4 (BAYES, erweiterte Form). Vss: wie im vorangeganenen Satz, p(B) > 0.

p(B| 4;) - p(A)
SE L (BlA) p(4)

Beweis. Sofort aus den beiden vorangegangenen Sétzen. O

Vie {1,...,b}: p(A;| B) = (7.51)

7.4. Sei (2, p) Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R heifit
Zufallsvariable (kurz: ZVA).

Weil © endlich ist, ist auch X () = {X (w) : w € Q} endlich.

Durch px(z) := p(X=12) == p{we Q: X(w) = z}) wird ein Wahrscheinlichkeits-
raum auf (jeder endlichen Obermenge von) X (2) definiert, namlich (X (2),px), denn
px: X(Q) —[0,1] und

dYoox(X=0= ) plweQ:Xw=a})=) pw=1 (7.52)

zeX(Q) ze€X(Q) weN

px heilt die Verteilung der Werte von X. X () ist dabei meist wesentlich kleiner als 2.

Sei (Q,p) == ({1,...,6}, (5,---»2)) x ({1,...,6}, (3,....3)). X: Q= R, X((4,5)) :=
i+je{2,...,12}.

Tabelle 7.1.: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X

z|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

I
p(X=2)[3% % 3% 3 3 3 3 33 3 3 3
Zufallsvariablen Xi,..., X, : Q2 — R heiflen stochastisch unabhdngig, falls

p(XlleAX2:x2A/\Xn:xn):p(Xlszl)p(X2:x2) ..... p(Xn:aj,n)
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Abbildung 7.1.: Aufteilung des Wahrscheinlichkeitsraumes durch X

Beispiel: Sei X die Wiirfelnummer beim Doppelwurf und

0 ,falls ¢ d
Y(ij) = { , falls i gerade (7.55)
1 , sonst
P(Y=0)=3 (7.56)
1
—p(Y=1)= (7.57)
p(X=2AY=0)=0 (7.58)
1 1 1
P(X=2) p(Y=0)= -2 = = #0 (7.59)
— X, Y stochastisch abhéngig (7.60)

7.5. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X in einem Wahrschein-
lichkeitsraum €2 ist:

B(X) =Y pw) X(w)- /Xdpl (7.61)

weN

'Das Integral da ist eigentlich Kése...
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Sei X: Q — R konstant = c.

= E(X)=) pw)-c (7.62)
wes
=c- Z P (w) (7.63)
we
=c-1=r¢ (764)

Sei X Zufallsvariable, a € R.
= (a-X)(w) =a- - X(w) (7.65)

definiert eine Zufallsvariable o - X.

Ela-X)=Y pw)-(a-X)(w) (7.66)
weN
=) pw)-a-X(w) (7.67)
weN
=a-) pw) X(w) (7.68)
weN

Seien X, Y Zufallsvariablen. Durch (X + Y) (w) := X (w)+ Y (w) wird die Zufallsvaria-
ble X 4 Y definiert.

E(X+Y)=Z;]p(w)-(X+Y)(w) (7.69)
= oilp(w) (X (w) + Y(w)) (7.70)
=§p(w)-X(w)+Zp(w)- Y (w) (7.71)
:Ug(QX)+E(Y) - (7.72)

Satz 7.5 (Linearitidt des Erwartungswertes). Sind X, Y Zufallsvariablen und o, 5 € R,
so gilt:

E(aX+ B8Y)=aE(X)+ BE(Y) (7.73)
Es gilt auflerdem:
EX) Y pw) Xw) (7.74)
weN
= Y zp(X=u (7.75)
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7.6. Die Varianz einer Zufallsvariablen X:
Var (X) := E ((X— E(X))z) (7.76)

ist die erwartete (bzw. mittlere) quadratische Abweichung von X und E (X).

Var (X) = E(X — B(X) (X - E(X)))) (7.77)
- E<X2 —9XE(X) + (E(X))2> (7.78)
— E(X?) - 2B(X-E(X))+E ((E(X))2> (7.79)
= E(X*) - 2E(X) B(X) + (E(X))* (7.80)
= E(X?) - (E(X))? (7.81)

Fiir eine 0, I-wertige Zufallsvariable gilt: X2 = X, also Var (X) = E(X) — (E(X))%.

Drogentest (Nachtrag zur bedingten Wahrscheinlichkeit): Der Test liefert mit 99%
Wahrscheinlichkeit die richtige Antwort, d.h. positiv, falls Abhédngigkeit besteht, mit
Wahrscheinlichkeit 99% und negativ, falls keine Abhéngigkeit besteht, mit Wahrschein-
lichkeit 99%.

Annahme: 0,5% aller Testpersonen sind abhéngig.
Wie wahrscheinlich ist es nun, dass eine Testperson, die positiv getestet wird, auch
wirklich abhéngig ist?

p (pos. | abh.) - p (abh.)

bh. | pos.) = “

p(a | pos.) p(pos. | abh.) - p (abh.) + p (pos. | n. abh.) - p (n. abh.) (7.82)
0,99 - 0,005

= 0,990,005+ 0,01 - 0,995 (7.83)

= 33,2% (7.84)

7.1. Der Binomialkoeffizient

Sie N Menge und k € N.

(j;) = {Xg N:|X| = k} (7.85)

<Z> _ K{l, " n}>‘ (7.86)

@7) ' falls |N] = n. (7.87)

Fir n € N sei
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Satz 7.6.

-0 s
Mo (P vns ks k<n—1 (7.89)
(0= (o) ()

Beweis. Fiir jedes N ist

= [N}, (7.91)

also <g> = (Z) =1 (7.92)

Also gilt der erste Teil der Behauptung.

(g) — {2} (7.90)
)

Habe N n viele Elemente, n > 1.

Sei ze N (7.93)
Setze M = N\ {z} (7.94)
Fiir X € @]) (7.95)
setze f(X) = X\ {z} (7.96)

A:) ,falls z¢ X
= (7.97)

,falls z€ X

k—1

Dies definiert f: (‘Z) — <JZ[) U (k]l41> (7.98)

z:  [Dbijektiv (7.99)
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Hinjektiv:

Aus f(X) = f(Y)
folgt X\ {z} = Y\ {z}
Wegen |X| = |Y]|=k
k , falls z¢ X
k—1 Lfallsze X

k fall Y
sowie |Y'\ {z}| = falls 2 ¢
k—1 ,fallsze Y
Wegen | X\ {z}| = [\ {z}]
folgt (z€ XANze Y)oder (z¢ XANz¢ Y)

folgt | X\ {z}| = {

Im ersten Fall folgt:

XE X\ {2 u
AEZNE v\ 2 uia

=Y
Im zweiten Fall folgt:
XE x\ {2
= Y\ {7
In beiden Fallen:
X=Y

ysurjektive:

folgt ZU {z} €

und f(ZU{z}) =2

(7.100)
(7.101)
(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)
(7.106)

(7.107)

(7.108)
(7.109)

(7.110)
(7.111)
(7.112)

(7.113)

(7.114)

(7.115)
(7.116)

(7.117)

(7.118)

(7.119)
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Also ist f bijektiv, somit

()]-16) ()] )

= |G+ 1G5 r22

also (Z) = <n; 1) + <Z: i) (7.122)

O]

Aus dieser Rekursionsformel ergibt sich das sogenannte PAscALsche Dreieck (sh. TO-

DO).
Satz 7.7.

n n

_ PN
(O) <n> firn>0
d n_n—1+n—1 firk>1k<n—1
un Nl I urk>1,k<n

Beweis.

n—1 n—1\ k(n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k )_k(k—l)!(n—l—(k—l))!+k!(n—1—k)!(n—k)!

E(n—1)!+ (n—1)! (n—k)
K (n— k)!
_ (k+n—Fk)(n-1)
K (n— k)!

Die Zahlen (Z) heilen Binomialkoeffizienten.

(7.123)

(7.124)

(7.125)

(7.126)

(7.127)
(7.128)

(7.129)
(7.130)
(7.131)
(7.132)

(7.133)
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Binomialsatz:

Beweis.

Ausmultiplizieren:

= g2 + 2ab + b2
= a® + 3d®b + 3ab® + b

_ ~ (n k1 (n—Fk)
<k:> a®b
k=0

n

[To

(al7 a’n)E{a b}n]::l

—Z > e
0 (a1,..an)€{a,b}" j=1

a;=a flir genau
k viele 1€{1,...,n}

_ Z Z kbn—k
k=0 (ai,...,on)€{a,b}"”

a;=a flir genau
k viele 1€{1,...,n}

— i Z akbn—k
=0 ({1,...,n}>
Je A

a;=a fur i€J
o;=b fiir i¢J

:zn:akbn—k Z
F=0 e ({1,k,n})

_ i <Z’> akbn—k
k=0

1

(7.139)

(7.140)

(7.141)

(7.142)

(7.143)

(7.144)



7.2. Bernoulli-Verteilung 83

7.2. Bernoulli-Verteilung

Sei (2, p) Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariable X : Q — {0, 1} heifit BERNOULLI-
verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p*, falls gilt

p(X=1)=p" (7.145)
p(X=0)=1-p (7.146)
(7.147)
Dann ist
=) X(w)pw) (7.148)
we
=1-p(X=1)4+0-p(X=0) (7.149)
=" (7.150)
Var (X) = E(X?) - B(X)? (7.151)
=p* —p* (7.152)
— (1) (7.153)
Seien Xi,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit (gleicher) Er-
folgswahrscheinlichkeit p*. Setze X = X; +---+ X, : Q@ — {0,1,2,...,n}. Es gilt
p(X=k = > p(X;=1fir j€ Jund X; =0 fiir j ¢ .J) (7.154)
{1,...,n}
(0
st n X 1 fiir 4
X1, X statist Z H = irje J (7.155)
unabh. P (X = O)
=1 J
e {1,...,n}
k
= > pr - pr) (7.156)
{1,...,n}
(0
n >k *\ —
= <k>pk(1_p) F (7.157)
Eine Zufallsvariable X : Q — {0,1,...,n} heiit binomialverteilt in den Parametern n
und p*, falls
n * *\ N—
p<X=h>=(k)pk<1—p> ¢ (7.158)
(7.159)

Schreibweise:

X~ B(n,p)
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Ubungsaufgabe: Man bestimme Var (X); E(X) = E(X1+---+ X)) = E(X1) +--- +
E(Xy) =p*+ - +p" = np".

7.3. Multimonialverteilung

7.7.
(7.160)

wobei ki,...,k->0und k1 +---+ k.= n.

< I N i > := Menge der Abbildungen f: N — {1,...,r} mit
1, sy vp

(7.161)

P = e N @ =i =y Vie (Lo (1162)
n o {1,...,n}

(kl;gk'r‘)_ <k17’]{;7,>‘ (7163)

Man erhélt (ohne Beweis):

n n
(") = Lo r100)

Beispiel:

[ Z] = [ . n”_k] (7.165)

Sei X; ~ B(n, p;) binomialverteilt in den Parametern n, p; fiir j € {1,...,r}. Seien
Xi, ..., X, stochastisch unabhéngig. Dann gilt:

p(Xi =k und ... und X, = k,) = TR o -p]fl 'pgz ''''' plﬁT, (7.166)
wobei k1 + ko +---+ k- =n (7.167)
7.8. Eine Zufallsvariable
X:Q— R4 (7.168)

heifit d-dimensionale Zufallsvariable.
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X(w) = : (7.169)

Setze p(X =z) := p({w € Q: X(w) = z}) (die sogenannte multivariale).

(1,...,74) € RY (7.170)
Xi (w) :331/\-"/\Xj(w) = X4 (7.171)

n (fur feste p1,...,pg > 0 mit p; + -+ - + pg = 1), so heifit X multimonialverteilt in den
Parametern py, ..., pg.

7.4. Hypergeometrische Verteilung
Es sei eine Urne mit zwei Sorten Kugeln.
e N: Gesamtzahl der Kugeln

e M: Anzahl der Kugeln der Sorte 1
o N— M: Anzahl der Kugeln der Sorte 2

n: Stichprobengrofie

e X: Anzahl der Kugeln von Sorte 1 einer n-elementigen zufélligen Stichprobe

k n—~k
X=k = 7.172
p(X=h = (r.172)

n
Sorte 1: k € (A]j) (7.173)
Sorte 2: n— k€ (N_ M) (7.174)
n—k
Eine Zufallsvariable X : Q — {0, ..., M} mit
k —k

p(X=k) = " (7.175)

()
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heifit hypergeometrisch verteilt in den Parametern N, M, n.

(7.176)

(1 _ %) <JAVT: 1) (7.177)



8. Elementare Graphentheorie

8.1. Ein Graph G = (V,E) ist ein Paar, bestehend aus einer endlichen
Menge V von Ecken und einer Menge E C {{x, y} : x # y aus V} von Kan-
ten.

Schreibweise: xy statt {z, y}, folglich zy = yz.

8.2. Eine Folge W = zy...x von paarweise verschiedenen Ecken mit
zi—12; € Eftr i € {i,..., [} heiit ein Weg von zy nach z; der Lange [ (I > 0),
oder kurz xzy, ;- Weg.

Durch
a~b <= da,b-Weg in G (8.1)

wird eine Aquivalenzrelation auf V definiert.

8.3. Ein Graph H heifit Teilgraph des Graphen G, falls V(H) C V(G) und
E(H) C E(G).

Fir A C V(G) heifit G[A] := (A, {zy € E(G) : z,y € A}) der von A induzierte Teil-
graph.

Fir F C E(G) heifit G[F] := (V(G), F) der von F induzierte Teilgraph.

Fir AC V(G)sei G— A:= G[V(G)\ A], fur FC E(G) sei G— F:= G[E(G) \ F].

Ist W=ua...1; ein Weg, so definiere

V(W) ={x,..., 7}, (8.2)
E(W) = {xom, 2122, ..., — 111} 8.3

Auch der Teilgraph H = (V(W), E(W)) heifit ein z9z-Weg der Lange .

Die Aquivalenzklassen von ~ heiflen Zusammenhangskomponenten von G (s.o.). Auch
die von ihnen induzierten Teilgraphen heiflen Zusammenhangskomponenten.

G heifit k-zusammenhdngend, falls G — S zusammenhéngend ist fiir jedes S C V(G)
mit |S] < ksowie |V(G)| > k gilt.

Ein Graph heifit planar, falls er sich ,iberschneidungsfrei in die Ebene (oder Kugel-
oberfldche) zeichnen lasst .
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A, G[4]

F, G[F

Abbildung 8.1.: Subgraphen in einem PETERSEN-Graph

e A

Abbildung 8.2.: Ein Graph G — A in einem Graphen G
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o [

Abbildung 8.3.: Ein Graph G — F in einem Graphen G

Abbildung 8.4.: Ein 1-zusammenhéngender, jedoch nicht 2-zusammenhéngender Graph

DDDIX

Abbildung 8.5.: Ein 2-zusammenhéngender, jedoch nicht 3-zusammenhingender Graph

Abbildung 8.6.: Ein planarer Graph

Abbildung 8.7.: Ein nicht planarer Graph
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Nicht kzusammenhédngend zu sein ist ,leicht zu zertifizieren“. k-zusammenhéngend zu
sein ist ,etwas schwerer” zu zertifizieren: Dazu generiere man alle Graphen G — S mit
|S| < k; diese sind (im Falle, dass G k-zusammenhéngend ist) zusammenhéngend. Das

. n n n\ .
sind <k 1> + (k: 2) + -+ <0> viele, wenn G n Ecken hat.

Planar zu sein, ist durch Zeichnen des Graphen leicht zu verifizieren. Nicht planar zu
sein, scheint schwerer zu verifizieren.

Satz 8.1 (MENGER). Ein Graph G ist genau dann k-zusammenhdngend, wenn |V(G)| >
k und fir je zwei (nicht benachbarte) Ecken a # b k viele offen-disjunkte a, b- Wege
existieren, d. h. Wege, die aufler a und b paarweise keine Ecken gemeinsam haben.

(Ohne Beweis, aus der Existenz von jeweils k Wegen wie oben folgt jedoch leicht, dass
G k-zusammenhdangend ist; Gegenrichtung ist schwieriger)

Das Zertifikat fiir einen k-zusammenhdngenden Graphen ist ein Wegesystem fiir jedes

n) viele Teilzertifikate.

Eckenpaar. Damit gibt es ,,nur noch* <2

8.1. Minoren

8.4. Ein Graph H heifit Minor des Graphen G, falls es eine Familie
(Va)zev(x) von paarweise disjunkten Teilmengen von Vi von V(G) gibt
mit:

(i) Vz e V(A) : G[V,] ist zusammenhédngend und nichtleer

(ii) Yoy € E(H) sind Vg, V, benachbart, d.h. es gibt (wenigstens) eine
Kante ab € E(G) mit a € Vyund b € V,,.

Schreibweise: H < G; < reflexiv und transitiv (ohne Beweis), also Qua-
siordnung.

Ist H ein Teilgraph von G, so ist H auch ein Minor von G, denn:

(Va) e v Ve = {=} (8.4)

erfiillt sowohl (i) also auch (ii) Kriterien.

Zwei Graphen G, H heiflen isomorph (gleichgestaltig, G = H), wenn es eine Bijektion
¢: V(G) — V(H) gibt mit Vz#£ y € V(G) : 2y € E(G) < ¢(z)p(y) € E(H). Dabei ist
>~ eine Aquivalenzrelation.

Im Fall H= G ist H < G (rechne selbst) sowie G < H. Folglich sind isomorphe
Graphen wechselseitig Minoren voneinander, jedoch nicht unbedingt gleich.
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8.5. Fiir my € E(G) entstehe G/, aus G — {z,y} durch Hinzufiigen einer
neuen Ecke v und aller Kanten vz mit zz € E(G — zy) oder yz € E(G — zy).
Dies entspricht informell etwa dem Vorgang, die beiden Ecken der Kante
xy ,zusammenzuzichen®, sodass aus thnen eine einzelne Ecke wird. Gibt
es nun zwischen zwei benachbarten Ecken mehrere ,gleiche” Kanten, so
werden diese zu einer ,vereinigt”.

Somit gilt: H ist Minor von G genau dann, wenn sich ein Teilgraph von G schrittweise
auf einen zu H isomorphen Graphen kontrahieren lésst.

Satz 8.2 (WAGNER/KURATOWSKI). G ist genau dann planar, wenn weder Ks! noch
K3,32 Minor von G ist.

Abbildung 8.8.: Graph Kj Abbildung 8.9.: Graph K33

Nicht planar zu sein, ldsst sich folglich durch Angabe eines Minor K5 oder K33 zer-
tifizieren. Beispielsweise ist der Petersen-Graph® nicht planar, da dieser Kj als Minor
hat.

Planaritét lasst sich komplett kombinatorisch beschreiben.

8.6. Eine Quasiordnung < auf A (d.h. < ist reflexiv und transitiv) heifit
Wohlquasiordnung (WQO) auf A, falls es zu jeder Folge ag, a1, ag, ... von
Elementen aus A ein Indexpaar ¢ < j gibt mit a; < a;.

Satz 8.3 (Minorensatz, ROBERTSON/SEYMOUR, 1989-2006). Die Klasse der endlichen
Graphen ist durch < wohlquasigeordnet.

Anders ausgedriickt: Sind Gy, G1, Ga, . .. endliche Graphen, so gibt es ein 7 < j, mit
Sei < eine Quasiordnung auf A und ein ¢ € A quasiminimal : <= z< ¢ =
c<z Vze A

1Siehe Abbildung 8.8
2Siehe Abbildung 8.9
3Siehe Abbildung 8.1
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Lemma 8.4. Sei A durch < wohlquasigeordnet. Dann existiert zu jedem a € A ein
quasiminimales Element ¢ < a.

Beweis. Angenommen, die Behauptung gelte nicht.

= ap:=a nicht quasiminimal (8.5)
Dok S0, < ap : ap £ a (8.6)
= a; nicht quasiminimal (8.7)
Defy Jag < a1:a1 £ ap (8.8)
= ap nicht quasiminimal (8.9)
(8.10)

Man erhélt ag, a1, ag,... mit a = ag > a1 > as > ... und qg ﬁ m ﬁ as ﬁ
Del, Ji<jra; < a4 (8.11)
= 0; 2 Q41 = Q2 2 G 2 Oy (8.12)

Aus der Transitivitdt von < folgt:

= i1 >0 (8.13)
O

Lemma 8.5. Ist < eine Wohlquasiordnung auf A und S C A, S # A, gegen < abge-
schlossen?, so existiert ein endliches F C A mit:

VieF:a€eS < z4a (8.14)
Beweis. Sei M= {ce€ A\ S: ¢ quasiminimal in A4\ S}. Durch
/

c~d = c<dund d <ec (8.15)

wird eine Aquivalenzrelation auf M definiert. Elemente verschiedener Aquivalenzklassen
sind unvergleichbar, denn aus ¢ < ¢ folgt ¢ < (weil ¢ quasiminimal ist), also [c] o =

[] o
Gébe es unendlich viele Klassen, so auch unendlich viele paarweise unvergleichbare
Elemente, also auch ap, a1, ag, ag,... mit Vi# j€ N: a; £ a;. 5 < WQO

Also hat ~ nur unendlich viele Aquivalenzklassen. Man wihle aus jeder Klasse genau
einen Vertreter. Sei F' die Menge dieser Vertreter. Dann leistet F' das Gewiinschte.

,=“ Seiaec S. Wirez< aflreinze F,soze S, jedoch FCMC A\ S,d.h.z¢ S ¢

‘dh. ausz<yec Sfolgt z€ S.
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w=“ Sei a ¢ S.
= ac A\S (8.16)
W8l 3ce Mic<a (8.17)
Nach der Wahl von F existiert ein Vertreter z € F mit 2 < cund ¢ < z.
= r<c<a (8.18)

O
Daraus folgt, dass zu jeder echten Klasse von endlichen Graphen $), die gegen <
abgeschlossen ist, existiert eine endliche Menge F' von endlichen Graphen mit:

GeH < HAL VHeF (8.20)

Beweis. Man spezialisiere das vorangegangene Lemma auf die Menge aller Graphen G
mit V(G) C N. O

F heifit auch Kuratowski-Menge fiir die Klasse $).

$) ist genau dann =-abgeschlossen, wenn die Loéschung von Ecken/Kanten und die
Kontraktion von Kanten in einem Graphen aus §) stets wieder einen Graphen aus $)
ergibt.

Die Eigenschaft, tiberschneidungsfrei in die Ebene (dquivalent, auf der Kugelober-
fliche) zeichenbar zu sein, definiert eine <-abgeschlossene Klasse; {Kj5, K33} ist eine
Kuratowski-Menge hierfiir. Entsprechend gibt es auch fiir den Torus und (und andere
Oberflachen) eine Kuratowski-Menge. Diese ist jedoch nicht bekannt und enthélt wenigs-
tens 20 000 viele Graphen. Fiir die KLEINsche Flasche kennt man die Kuratowski-Menge
(circa 135 Graphen).

Das Problem, der Entscheidung, ob ein (fester) Graph Minor des Eingabegraphen

ist, in O ( | V(G)\?’) lésbar. Also kann auch in kubischer Zeit getestet werden, ob ein
Eingabegraph in einer festen <-abgeschlossenen Klasse $) liegt.

8.2. Baume

8.7. Ein Baum T ist ein zusammenhéngender Graph mit Ve € E(T) : T—e
nicht zusammenhéngend.

Es gibt viele weiter Charakterisierungen, z. B.
« zusammenhingend und , kreisfrei®“

o zusammenhédngend und |V(G)| —1 = |E(G)]

Ssiehe Abschnitt 8.2.3
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o zusammenhéngend und maximal (bzgl. ,Kanten hinzufiigen®) in der Eigenschaft,
keinen Kreis zu haben

8.8. Ein Wald ist ein Graph, dessen Komponenten Badume sind.
Ein zusammenhangender Wald ist ein Baum.

Ein Wald ist ein ,kreisfreier Graph.

8.9. Ein Teilwald/ Teilbaum ist ein Teilgraph von G, der ein Wald/Baum
ist.

8.10. Ein aufspannender Teilgraph von G ist ein Teilgraph von H von G
mit V(H) = V(G)

8.11. Ein Spannbaum von G ist ein aufspannender Teilgraph von G.

Satz 8.6. Sei xy Ecke des Graphen G.

® Wenn es unter den bereits gewdhlten Ecken xg,...,x; eine FEcke x; gibt, die einen
Nachbarn y € V(G) \ {20, ..., 2} gibt, dann setze man ;11 = y und setze f(l+ 1) = t;
iteriere ®.°

Das Verfahren endet mit einem Spannbaum

T:= ({xo,..., =}, {mazgy : te{1,...,1}}) (8.21)

derjenigen Komponente von G, die 1y enthdlt.

Beweis. Das Verfahren endet, weil G endlich ist.

Sei Tg := ({xo, TR {:Jctxf(t) cte{l,..., 3}}) Man zeige Tg ist ein Teilbaum von
G induktiv uber s.

Das Verfahren ist richtig fir Ts = ({20}, 9). v

Ts41 entsteht aus T's durch das Hinzufiigen einer Ecke zgy1 und einer Kante zg 12751 1) T
Zwischen je zwei Ecken z;, z; mit 7 # j und 4, j < s gibt es einen z;z-Weg in T's nach In-
duktionsvorraussetzung und damit in Tgi ;. Fir z; mit ¢ < s gibt es einen 2;z45,1)-Weg
in Tg, etwa P, folglich ist P,zg;; ein z;zgy1-Weg in Tsiq. Foglich gibt es zwischen je
zwei Ecken aus Tgy1 einen Weg in Tgy1, d.h. Tsyq ist zusammenhédngend.

Dieses Verfahren ist nicht deterministisch, da man sowohl y als auch t aus einer bestimmten Menge
moglicher y bzw. t frei wahlen kann.
Tapis41) < S
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20

Abbildung 8.10.: Entstehung eines Spannbaums nach dem Verfahren aus Satz 8.6

Tst1 — e ist unzusammenhéngend fiir e = zs12451 1), weil 2541 dort keine Nachbarn
hat (,isoliert® ist). Ist andernfalls e € E(Tg), so ist Tg — e unzusammenhéngend nach
Induktionsvorraussetzung.

Seien ¢ und b in verschiedene Komponenten von Tg — e . Wére Tgy1 — e zusammen-
héngend, so gibe es einen ab-Weg in T'gy1 — e. Weil dieser Weg kein Weg von Tg — e
sein kann, enthélt er zg.1 — und zwar als innere Ecke (# a, b). Folglich inzidiert zgq
mit zwei Kanten in Tg 4. 4

Tg+1%f541) ist die einzige mit zgy1 in Ty inzidierende Kante. Folglich ist Tgiq — e
fir jedes e € E(Tgy1) unzusammenhéngend.

Also ist T'gy1 ein Baum. Insbesondere ist 7; = T ein Baum.

Zu jedem z; € V(T) gibt es einen z;zp-Weg, daher sind alle Ecken aus V(7T) Ecken
derjenigen Komponente H von G, die xy enthélt (V(T) C V(H)).

Gébe es eine Ecke z € V(H) \ V(T). Weil es einen zzp-Weg in H gibt, muss es eine
Kante z;y in diesem Weg geben mit 2, € V(T) und Y € V(H) \ V(7). Dann héitte man
jedoch 711 = yund f(I4 1) = ¢t in ® noch wéhlen kénnen, d.h. T wére nicht der letzte
Baum (nach Abbruch der Iteration) gewesen. 4

Also gilt V(T) = V(H), d.h. T ist ein Spannbaum von H. O

8.2.1. Die Breitensuche im Baum

Fiir zwei Ecken a, b des Graphen G sei dg (a, b) die Linge eines® kiirzesten ab-Weges in
G, liegen a, b in verschiedenen Komponenten von G, so setze dg (a, b) := +00.
Hierdurch wird eine Metrik dg : V(G) x V(G) — Rxq auf G definiert?; d. h.

(i) Va,be V(G) : dg(a,b) #0 <= a=1b
(ii) Ya,b e V(G) : dg(a,b) = dg (b, a)

(iii) Ya,b,c€ V(G) : dg(a,c) < dg(a,b) + dg (b, c)

8Theoretisch ist es moglich, dass es mehrere verschiedene kiirzeste Wege gleicher Lénge gibt.
9Beweis siehe ?7.



96 8. Elementare Graphentheorie

Ist H ein aufspannender Teilgraph von G, so gilt dg < dp : Ist P ein kiirzester ab-Weg
in H, so auch ein ab-Weg in G, also

dg (a,b) = min{ |E(Q)| : Q ein ab-Weg in G}
< |E(P)] = min{ |E(Q)| : @ ein ab-Weg in H} .

8.12. Sei zy Ecke des zusammenhéngenden Graphen G. Ein Spannbaum T
von G heiit Breitensuchbaum bei xy (engl. breadth-first-search tree, BFS-

tree) falls Vy € V(G) : dr(y, 20) = dg (y, 20)-

Satz 8.7. Sei 1y Ecke des zusammenhdngenden Graphen G.

® Wenn es unter den Ecken xgy,...,x eine FEcke x; gibt, die einen Nachbarn y €
V(G) \ {0, ..., m} besitzt, wihle man t kleinstmoglich, setze zi1 = y und f(I+1) = .
Iteriere ®.

Das Verfahren endet mit einem Breitensuchbaum bei z9, ndmlich

T= ({zo,...., @} {mz(t): te{1,....,0}}) . (8.22)

Abbildung 8.11.: Entstehung eines Breitensuchbaumes geméf Satz 8.7

Beweis. Wegen Satz 8.6 endet das Verfahren mit einem Spannbaum 7 von G. Offenbar
gilt dg (70, 70) = d7 (20, 70) = 0.

Man zeige induktiv tiber s, dass dg (zs, 20) = dr (s, 79) fir s > 0 gilt.

Die Behauptung ist trivialerweise fiir s = 0 wahr. v

Unter der Annhame, sie sei bereits ,,bis“ s bewiesen, zeige man, wie sie jetzt fiir s+ 1
anstelle von s.
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Sei P ein kiirzester z,11120-Weg in G und sei z; die erste Ecke (in der Folgendarstellung)
von P mit j < s. Nach Wahl von f(s+ 1) gib es kein einziges z; mit ¢t < f(s+ 1), welches
einen Nachbarn auflerhalb von 1y, ...,z hat. Also j > f(s+ 1).

= dr (2541, 70) > dg (Xst1, 70) (8.23)
> 1+ dg (15, 70) (8.24)
v
> 1+ dg (Zgs41)5 70) (8.25)
=1+ dr (2541) %) (8.26)
= dr (541, 70) (8.27)
Insbesondere ist d7 (2541, 20) = dg (Tst1, 20). v
Fir s =0 ist
A7 (2ep1, 30) > dr (22, 30) = 0. (8.28)

Fiir s > 0 kann nach Wahl von f(s) kein z; mit ¢ < f(s) einen Nachbarn auflerhalb von
20, - - -, Ts—1 haben.

= f(S+ 1) > f(s) (8.29)
= dr(2ey1, %) = dr (Thep1), )+ 1 (8.30)
> dr (zg5), 70) + (8.31)

= dT(a:S, 70) (8.32)

O

8.2.2. Die Tiefensuche

8.13. Ein Spannbaum 7 eines zusammenhéngenden Graphen G heifit Tie-
fensuchbaum von G bei der Ecke 2y € V(G), falls fiir jede Kante yz € E(G)
gilt:

e yliegt auf dem z, zp-Weg in T, oder

o zliegt auf dem y, 2p-Weg in 7.

Anders ausgedriickt: Bei jeder Kante liegt eine der Ecken ndher an der Wurzel als die
andere.

Satz 8.8. Sei 1y Ecke des zusammenhdngenden Graphen G.

® Wenn es unter den bereits gewdhlten Elementen xy,...,x; eine Ecke x, gibt, die
einen Nachbarn y € V(G)\{x,...,x;} besitzt, wihle man t grofitmaglich, setze x4 =y
und f(l+ 1) = t. Iteriere ®.

Das Verfahren endet mit einem Tiefensuchbaum bei xy, ndmlich

T= ({zo0,.... @} {mz(t): te{1,...,0}}) . (8.33)
(ohne Beweis)
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2

T4

T5 e

20

Abbildung 8.12.: Entstehung eines Breitensuchbaumes geméfl Satz 8.8

Zu einem Baum 7 und zp € V(7T) kann man durch
y<z: < yliegt auf dem z, 70-Weg in T (8.34)

eine Ordnung < auf V(7T) definieren. Genau dann ist 7 ein Tiefensuchbaum des Graphen
G bei 79, wenn je zwei benachbarte Ecken in G beziiglich < vergleichbar sind.

8.2.3. Baume kleinsten Gewichtes

8.14. Ein Kreis C'in einem Graphen G ist eine Folge xq, 71, 22, . . . , Zj_1, Z0,
wobei g, . .., z;—1 ein Weg der Liange [ — 1 > 2 ist und ;179 € E(G) gilt;
list die Ldnge des Kreises.

Definiere V(C) := {ap,..., 21}, E(l) = {zoz1, 1122, . . ., T)—2T1—_1, 71170 }. Auch der Teil-
graph (V(C), E(C)) von G heifit Kreis der Lange |E(C)|.

Wiélder sind genau die Graphen ohne Kreise.

Ein Graph ohne Kreise heifit kreisfrei; eine Menge F C E(G) heifit kreisfrei, falls G [F]
kreisfrei ist.

Lemma 8.9 (Austauschlemma fiir Graphen). Sind F, F' zwei kreisfreie Kantenmengen
des Graphen G mit |F| < |F'|, so gibt es ein e € F'\ F so, dass FU{e} kreisfrei ist.

Beweis. Seien ¢ und ¢ die Anzahl der Komponenten von G [F] bzw. G[F’]. Es gilt
d=|V(Q)— |F] (8.35)

und ¢ = |V(G)|— |F]. (8.36)

Da |F'| > |F| (8.37)

(8.38)

ist ¢ < ec.
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Waire die Eckenmenge jeder Komponente von G [F'] ganz in der Eckenmenge einer Kom-
ponente von G|[F] enthalten, so folgt ¢ > c. 4
d<ec

Also gibt es eine Komponente C’ von G [F'], die Ecken aus verschiedenen Komponen-
ten von G [F| besitzt. Also gibt es in C’ eine Kante e, die Ecken in verschiedenen Kom-
ponenten von G [F] hat. Daraus folgt, dass F'U {e} kreisfrei ist; natiirlich gilt e ¢ F. [

Fiir einen Graphen G sei eine Gewichtsfunktion'® w: E(G) — Rxo. Fiir eine Kanten-
mente F C E(G) sei

w(F)=> w(e). (8.39)

ecF

Fiir eine Teilgraphen H von G sei w(H) = w(E(H)).
Ein Spannbaum T heifit von minimalem Gewicht, falls fiir alle Spannbidume 7" von
G gilt:

w(T) <w(T) (8.40)

Satz 8.10 (KRUSKAL). Sei G ein zusammenhdingender Graph, w: E(G) — Rxq, F:=
J.

® Wenn es in E(G) \ F eine Kante e gibt, fir die F'U{e} kreisfrei ist, wihle so, dass
w(e) kleinstmaoglich ist; setze F:= F'U{e}. Iteriere ®.

Das Verfahren endet mit einem Spannbaum minimalen Gewichts.

Beweis. Das Verfahren endet mit einem beziiglich < maximalen kreisfreien Teilgraphen,
also mit einem Spannbaum (ohne Beweis).

Seien ey, ..., e, die Kanten, die wie sie im Verlauf des Algorithmus nacheinander
ausgewahl wurden. Seien fi, ..., f;, die Kanten eines beliebigen Spannbaumes 7’ von G
in der Reihenfolge aufsteigender Einzelgewichte.

Wire w(F) > w(T") , (8.41)
so w(e;) > w(f;) (8.42)
firein i€ {1,...,m} (8.43)
Man wahle 7 kleinstmoglich.
F:={e,...,e;1} kreisfrei (8.44)
F':={fi,...,f;} kreisfrei (8.45)
Austausdhlemma 3 geante fe F'\ F: FU{f} kreisfrei (8.46)

Dies bedeutet fist Option fiir e; in der ¢ten Iteration, somit gilt w(e;) < w(f) < w(f;).
7
Also gilt w(F) < w(T"). O

10 Auch: Kostenfunktion, Abstandsfunktion, etc.
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Im Beweis ging ein:
o O ist kreisfrei
e Teilmengen kreisfreier Mengen sind wiederum kreisfrei

e Austauschlemma

8.15. Ein abstrakter Simplizialkomplez ist ein Paar M = (E, §) mit § C
P (F) und

e JEF

o« FCF' ANF'e § = Fe §(d.h. §ist abgeschlossen)

8.16. Ein Matroid ist ein abstrakter Simplizialkomplex, in dem gilt:

e Zu F,F' € § mit |F] < |F'| < oo existiert ein e € F'\ F mit
Fu{e} € §.

Hier ist F stets endlich.

Beispiel:

o Die kreisfreien Kantenmengen eines Graphen bilden ein Matroid auf seiner Kan-
tenmenge.

e Die linear unabhéngigen Teilfamilien einer endlichen Familie von Vektoren bilden
ein Matroid.

Der Satz von Kruskal'! gilt analog fiir Matroide.

Satz 8.11. Sei M = (E, §) ein Matroid, F = &.

® Solange es ein e € E\ F gibt so, dass FU{e} € §, wdhle e mit minimalem Gewicht,
setze F = FU {e}, iteriere ®.

Das Verfahren endet mit einer beziglich C mazimalen Menge aus § (einer sogenannten
Basis von M), so dass VBasen B von M : w(F) < w(B) (dabei ist w(X) = ) xw(e)
fir XC E).

Genau dann ist ein abstrakter Simplizialkomplex ein Matroid, wenn der Algorithmus
aus Satz 8.10 (Kruskal) fir jedes w: E— Rx>q korrekt arbeitet.

HgQatz 8.10
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8.3. Grade und Kantenziige

8.17. Sei G = (V, E) ein Graph. Der Grad dg (z) der Ecke z ist die Anzahl
der mit z inzidierenden Kanten, dg (z) = [{2z€ E: z€ V}|. Es gilt:

Y da(2)=2|E(G) (8.47)

ze V(G)

Folglich ist der ,,Durchschnittsgrad“ eines Graphen 2| V,EE(GG))" (V(G) # @). Der Durch-
schnittsgrad eines Baumes ist folglich:
2 |B(G) _ 2 |V(G) —2
V(@) IV(G)|

<2 (8.48)

Folglich haben Béume (aufier (&, @)) stets wenigstens eine Ecke des Grades < 2, die
sogenannten Bldtter. Entfernt man aus einem Baum ein Blatt, so erhélt man einen
Baum.

8.18. Eine Folge W = 1y, 1, x1, €2, 22, . . ., €1, 17 heilit ein Kantenzug von
nach z; der Lange [, falls Vi€ {1,...,1} :e; = zi_12; € E(G).

Etwas iiberfrachtet (eigentlich die Definition fiir Graphen mit Mehrfachkanten...), wir
wollen ,zéhlen“ konnen, wie oft eine Kante in W auftritt. Kreise und Wege kénnen als
Kantenziige aufgefasst werden. Ein Kanten zu von zy nach zy = z; heiflt geschlossen.
Beispielsweise ist z, zy, y, yz, z (z, y € V(G) und zy, yx € E(G)) ein geschlossener Kanten-
zug.

Ein Kantenzug heifit eulersch, falls er jede Kante von G genau einmal enthélt. Das
Konigsberger Briickenproblem!? fragt nach einem solchen eulerschen Kantenzug fiir den
Graphen.

Satz 8.12 (EULER, 1736). Ein zusammenhdangender Grpah G bestizt genau dann einen
geschlossenen eulerschen Kantenzug, wenn jede Ecke einen geradzahligen Grad hat.

Beweis.

»2= Jede Ecke wird vom ,,Eulerzug” genau so oft ,angefahren“wie ,verlassen“. Folglich
ist der Grad jeder Ecke gerade.

»<=* Induktiv iiber |E(G).
|E(G)]| =0 v
Jede Ecke in G hat dann Grad > 2.
=—> Der Durchschnittsgrad von G ist > 2.

12Sjehe dazu auch Anhang A.
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= (G ist kein Baum, enthélt also einen Kreis C, als Kantenzug, etwa C =
20, €1, - - ., €, ;. Im Graphen G — E(C) hat jede Ecke geraden Grad.

Jede Komponente H von G — E(G) hat daher einen geschlossenen Eulerzug Wy.
Weil G zusammenhéngend ist, muss H ebenfalls eine Ecke zy aus V(C) enthalten.
0O.B.dA. ist Wy ein eulerscher Kantenzug von zy nach zy. Wir ersetzen x; auf
C durch Wy, falls z; = z gilt. So entsteht ein geschlossener Kantenzug, der jede
Kante von C und von Wpy genau einmal enthélt. Iteration fiir alle Komponenten
liefert den Eulerzug. O

Folgerung. Genau dann bestitzt ein zusammenhéngender Graph einen Eulerschen Kan-
tenzug, wenn er hochstens zwei Ecken ungeraden Grades enthélt.

Beweis. Besitzt G keine Ecken ungeraden Grades, so folgt die Behauptung unmittelbar
aus Satz 8.12. Andernfalls besitzt er genau zwei Ecken a # b ungeraden Grades (denn
>z v(e) da(2) = 2 |E(G)| geradzahlig).

Der Graph G* entstehe aus G durch Hinzufiigen einer neuen Ecke ¢ und der beiden
Kanten ac, be. G hat einen geschlossenen Eulerzug, etwa von ¢ nach ¢, folglich hat G
einen Eulerzug von « nach b. O



A. Das Konigsberger Briickenproblem

Sieben Briicken verbinden zwei Inseln mit zwei Ufern. Je zwei Briicken fithren von je
einem Ufer zur ersten Insel, je eine Briicke fiihrt von je einem Ufer zur zweiten In-
sel, eine Briicke verbindet beide Inseln miteinander. Ist es moglich, alle sieben Briicken
abzulaufen, ohne eine Briicke ein zweites Mal zu betreten?

Abbildung A.1.: Graph zum Kénigsberger Briickenproblem

Es zeigt sich, dass dies nicht moglich ist.



B. Das Travelling-Salesman-Problem (TSP)

Sei G = (V, E) vollstandiger Graph, d.h. E = {zy: z# yaus V(G)}. Sei w: E(G) —
R>g so, dass w(z, y) — w(zy) eine Metrik ist und (z, z) — o fir z aus V(G).

o Vz,y,z€ V(G) : w(zy) + w(yz) > w(xz), wobei z, y, z paarweise verschieden

B.1. Eine Tour ist ein aufspannender Kreis C, das Gewicht der Tour ist

w(C) := Z w(c) (B.1)

Problem: Finde eine Tor minimalen Gewichts. Dies beschreibt das sogenannte metri-
sche TSP.

Man kann ein schnelles Verfahren zum Auffinden einer Tour angeben, deren Gewicht
hochstens doppelt so grofl wie das Gewicht einer optimalen Tour — also einer Tour mi-
nimalen Gewichts — ist. Das Bestimmen einer Tour minimalen Gewichts ist dagegen
NP-vollstindig".

(1) Finde einen Spannbaum 7 minimalen Gewichts, beispielsweise mit Kruskals Algo-
rithmus?.

(2) Erzeuge einen geschlossenen Kantenzug von T, der jede Kante genau zweimal durch-
lauft. Dieser existiert: Entstehe T aus T durch Hinzufiigen je einer neuen Ecke z,
und zweier Kanten von z, nach den Endecken von e fiir jede Kante e. T ist zusam-
menhéngend und jede Ecke hat dort geraden Grad, besitzt daher einen geschlosse-
nen eulerschen Kantenzug. Ersetze dort die Teilziige der Form a, aze, z., xeb, b mit
e=ab € E(T) durch a, e, b. Auf diese Weise entsteht der gewiinschte Kantenzug W.

(3) Diinne den Kantenzug W aus dem zweiten Schritt aus. Solange es eine Ecke z gibt,
die zweimal durchlaufen wird, etwa einmal mit dem Teilzug z, zy, y, yz, z (und noch
ein weiteres Mal), ersetze den genannten Teilzug durch z, zz, z (bzw. durch z, falls
x = z); iteriere.

Es entsteht ein geschlossener Kantenzug C von G, der jede Ecke genau einmal ent-
halt, also eine Tour; es ist w(C) < w(W), denn das Gewicht von W vergrofert sich
nicht beim Ausdiinnen.

!Begriff aus der Komplexititstheorie. Kurzum: ,furchbar schwer®
2siehe Satz 8.10
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Weiterhin gilt: w( W) = 2w(T) (Konstruktion von W aus T).

Ist C* eine Tour minimalen Gewichts® und e eine Kante von C*, so ist C* — e ein
Spannbaum. Folglich gilt: w(C*) > w(C* —¢) > w(7T).

Daraus folgt: w(C) < w(W) =2w(T) < 2w (C*).
Diese drei Schritte produzieren daher eine Tour C, deren Gewicht hochstens doppelt so

grof} ist wie das Gewicht einer optimalen Tour C*. Dieser Algorithmus ist ein sogenannter
Approzimationsalgorithmus mit Gitefaktor 2.

3per Konvention werden optimale Dinge hiufig mit * versehen.
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