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𝑋 Menge |𝑋| = 𝑛 ∈ ℕ 𝑘 ∈ ℕ0

(𝑋
𝑘) = {𝑆 ∶ 𝑆 ⊆ 𝑋, |𝑆| = 𝑘}

(𝑛
𝑘) ∶= ∣(𝑋

𝑘)∣ = ∣([𝑛]
𝑘 )∣

(𝑛
𝑘) = 𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)! =
𝑛𝑘

𝑘! = ( 𝑛
𝑛 − 𝑘)

𝑛𝑘 ∶=
𝑘−1
∏
𝜀=0

(𝑛 − 𝑖) = 𝑛 · (𝑛 − 1) · … · (𝑛 − 𝑘 + 1)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘 Terme

fallende Faktorielle

𝑛𝑘 = 𝑛! =
𝑛
∏
𝑖=1

𝑛 = 𝑛 · (𝑛 − 1) · … · 1 ”𝑛-Fakultät”

Bijektionsbeweis für

(𝑛
𝑘) = ( 𝑛

𝑛 − 𝑘)

∣([𝑛]
𝑘 )∣ = ∣( [𝑛]

𝑛 − 𝑘)∣

Beispiel: 𝑛 = 3, 𝑘 = 1 ∶

(3
1) = (3

2)

([3]
1 ) = {{1}, {2}, {3}}

| | |
([3]

2 ) = {{2, 3}, {1, 3}, {1, 2}}

Bijektion:

𝑓 ∶
⎧{
⎨{⎩

([𝑛]
𝑘 ) → ( [𝑛]

𝑛 − 𝑘)
𝑋 ↦ 𝑋𝑐 (∶= [𝑛] 𝑋)

injektiv, weil
𝑓(𝑥)
𝑋𝑐 = 𝑌 𝑐 ⇔ 𝑋 = 𝑌

surjektiv: (𝑋𝑐)𝑐 = 𝑋 𝑓(1)
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𝑛𝑘 = Anzahl der injektiven Abbildungen von einer Menge mit 𝑘-Elementen in eine Menge mit 𝑛
Elementen

= |{𝑓|𝑓 ∶ [𝑘] → [𝑛]} 𝑓 injektiv

Sprechweise: 𝑘-Menge:= eine 𝑘-elementige Menge

Spezialfall: 𝑘 = 𝑛

𝑛𝑘 = 𝑛! = Anzahl der
bijektiven
injektiven Abbildungen von [𝑛] nach [𝑛].

𝑓 ∶ [𝑘] → [𝑛] Injektion

𝑓([𝑘]) ∶= {𝑓(𝑖) ∶ 𝑖 ∈ [𝑘]}

|𝑓([𝑘])| = 𝑘 weil 𝑓 injektiv

D.h.

ℎ ∶ {[𝑘] → 𝑓([𝑘])
𝑖 ↦ 𝑓(𝑖)

ℎ tut dasselbe wie 𝑓 , hat aber einen anderen Wertebereich: 𝑓([𝑘])′ (falls 𝑘 < 𝑛)

ℎ ist bijektiv.

D.h. um eine injektive Abbildung 𝑓 ∶ [𝑘] → [𝑛] zu konstruieren, gehen wir wie folgt vor:

1) wir wählen das Bild für 𝑓 , d.h. wir wählen eine 𝑘-Menge 𝑆 für 𝑓([𝑘])(dafür gibt es(𝑛
𝑘)Möglichkeiten)

2) wir müssen eine Bijektion zwischen [𝑘] und 𝑆(= 𝑓([𝑘])) festlegen (dafür gibt es 𝑘′ Möglichkeiten).
Jede Menge 𝑆 aus 1) und jede Bijektion: [𝑘] → 𝑆 aus 2) bestimmen eine Injektion 𝑓 ∶ [𝑘] → [𝑛]
eindeutig.

D.h. Anzahl der Inj. [𝑘] → [𝑛] = (𝑛
𝑘) · 𝑘!

Andererseits: wir wissen:

Die Anzahl der Inj. [𝑘] → [𝑛] = 𝑛𝑘
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Binomischer Lehrsatz:

Seien 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ.

Es gilt: für 𝑛 ∈ ℕ0

(𝑎 + 𝑏)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘 · 𝑏𝑛−𝑘

kombinatorische Interpretation:

Um den Koeffizienten vor 𝑎𝑘 · 𝑏𝑛−𝑘 zu bestimmen:

Wir haben (𝑛
𝑘) Möglichkeiten 𝑎 aus 𝑛 Termen 𝑘-oft auszuwählen (und somit (𝑛 − 𝑘)-oft 𝑏 aus den

restlichen Termen auszuwählen)

(𝑎 + 𝑏)3 =
1. Term
(𝑎 + 𝑏) ·

2. Term
(𝑎 + 𝑏) ·

3. Term
(𝑎 + 𝑏)

(3
1)𝑎 · 𝑏2

→ kann auch mit vollst. Induktion gezeigt werden:

dort nutzt man die Identität

(𝑛
𝑘) = (𝑛 − 1

𝑘 − 1) + (𝑛 − 1
𝑘 ) aus

Beweis: (Induktion nach 𝑛)

𝑛 = 0 ∶ (𝑎 + 𝑏)0 =
0

∑
𝑘=0

(𝑛
0)𝑎𝑘 · 𝑏𝑘

[𝑟0 = 1 für 𝑟 ∈ ℝ, (0
0) = 1]

Ind. Schritt: 𝑛 → 𝑛 + 1

(𝑎 + 𝑏)𝑛+1 = (𝑎 + 𝑏) · (𝑎 + 𝑏)𝑛

Induktionsvoraussetzung= (𝑎 + 𝑏) ·
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘) · 𝑎𝑘 · 𝑏𝑛−𝑘

=
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘) · 𝑎𝑘+1 · 𝑏𝑛−𝑘⏟

𝑏(𝑛+1)−(𝑘+1)
+

𝑛
∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘

=
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘+1 · 𝑏(𝑛+1)−(𝑘+1)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
Indexverschiebung: ersetzten 𝑛 durch 𝑘

+
𝑛+1
∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘) · 𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘
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→ wir erweitern die Summe um den Summanden ( 𝑛
𝑛 + 1) · 𝑎𝑛+1 · 𝑏0 = 0

=
𝑛+1
∑
𝑘=1

( 𝑛
𝑘 − 1)𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘 +

𝑛+1
∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘

=
𝑛+1
∑
𝑘=0

( 𝑛
𝑘 − 1)𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘 +

𝑛+1
∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘)𝑎𝑘𝑏𝑛+1−𝑘

(( 𝑛
−1) · 𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘 = 0)

=
𝑛+1
∑
𝑘=0

(( 𝑛
𝑘 − 1) + (𝑛

𝑘)) · 𝑎𝑘𝑏𝑛+1−𝑘

=
𝑛+1
∑
𝑘=0

(𝑛 + 1
𝑘 ) · 𝑎𝑘 · 𝑏𝑛+1−𝑘 �

𝑎 = 𝑏 = 1

2𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘) folgt aus BL

kombinatorischer Beweis:

2𝑛 = |𝑃([𝑛])| = |2[𝑛]|

𝑃 ([𝑛]) =
𝑛
•
⋃
𝑘=0

([𝑛]
𝑘 )

Summenregel:

|𝑃 ([𝑛])| =
𝑛

∑
𝑘=0

∣([𝑛]
𝑘 )∣

𝑎 = −1, 𝑏 = 1

0 = (−1 + 1)𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘) · (−1)𝑘

D.h.

0 = (𝑛
0) − (𝑛

1) + (𝑛
2) − (𝑛

3) +…±(𝑛
𝑛)

wenn 𝑘 gerade: (𝑛
𝑘)
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𝑘 ungerade: −(𝑛
𝑘)

𝑛
∑
𝑘=0

𝑘 gerade

(𝑛
𝑘) = Anzahl von Teilmengen von [𝑛] mit gerader Kardinalität

𝑛
∑
𝑘=0

𝑘 ungerade

(𝑛
𝑘) = Anzahl von Teilmengen von [𝑛] mit ungerader Kardinalität

d.h.
𝑛

∑
𝑘=0

𝑘 gerade

(𝑛
𝑘) −

𝑛
∑
𝑘=0

𝑘 ungerade

(𝑛
𝑘) = 0

Siebformel (Prinzip von Inklusion - Exklusion)

𝐴1, 𝐴2,…,𝐴𝑛 endliche

∣
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣ = ?

𝑛 = 2: |𝐴1 ∪ 𝐴2| = |𝐴1| + |𝐴2| − |𝐴1 ∩ 𝐴2|

𝑛 = 3: 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3| = |𝐴1| + |𝐴2| + |𝐴3| − |𝐴1 ∩ 𝐴2| − |𝐴1 ∩ 𝐴3| − |𝐴2 ∩ 𝐴3| + |𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3|
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Beispiel:

1. Jahr: 73 Studierende

52 spielen Klavier
25 Geige
20 Flöte
17 Klavier&Geige
12 Klavier&Flöte
7 Geige&Flöte
1 Geige&Flöte&Klavier

Frage: wie viele Studierende spielen keins der drei Instrumente?

(𝐴1 ∪𝐴2 ∪𝐴3) = Anzahl von Studierenden, die mindestens eins der drei Musikinstrumente spielen.

=52+25+20 +97
-17-12-7 -36

+1 +1
= 62

73-62=11 spielen keins der drei Instrumente

Siebformel:

Seien 𝐴1,…,𝐴𝑛 endliche Mengen.

Dann gilt:

∣
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣ = ∑
𝐽⊆[𝑛]
𝐽≠∅

(−1)|𝐽|−1 · ∣⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣

→ Summe wird über alle nicht leeren Teilmengen 𝐽 von [𝑛] gebildet

= |𝐴1| + … + |𝐴𝑛|⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐽∈{{1},{2},…{𝑛}}=⎛⎜

⎝

[𝑛]
1

⎞⎟
⎠

− |𝐴1 ∩ 𝐴2| − … − |𝐴𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛|⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐽∈⎛⎜

⎝

[𝑛]
2

⎞⎟
⎠

+ |𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3| + …

+|𝐴𝑛−2 ∩ 𝐴𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛| − |𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4|
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=
𝑛

∑
𝑠=1

(−1)𝑠−1 ∑
𝐽∈⎛⎜

⎝

[𝑛]
𝑠

⎞⎟
⎠

∣⋃
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣

Beweis: von

∣
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣ = ∑
𝐽⊆[𝑛]
𝑗≠∅

(−1)|𝐽|−1 · ∣⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣

linke Seite:

∣
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣

𝑥 ∈
𝑛
⋃
𝑖=1

Frage: in wie vielen Mengen der Form ⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘 ist 𝑥 enthalten?

”Wir zählen, wie oft 𝑥 in den Mengen ⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘 vorkommt (inklusive des Vorzeichens).” (Beweisidee)

Sei 𝑙 die Anzahl der Mengen aus 𝐴1,…,𝐴𝑛 welche 𝑥 enthalten:

𝑙 ∶= |{𝐴𝑖 ∶ 𝐴𝑖 ∋ 𝑥}|
𝑥 kann nur in Schnitten von diesen 𝑙 Mengen vorkommen:

𝑥 wird genau so oft auf der rechten Seite gezählt:

(𝑙
1) − (𝑙

2) + (𝑙
3) − (𝑙

4) (−1)𝑙−1 (𝑙
𝑙)

o.B.d.A. seien 𝐴1,…,𝐴𝑙 die 𝑙 Mengen, die 𝑥 enthalten (𝐴𝑙+1,…,𝐴𝑛 ∌ 𝑥)

∑
𝐽⊆[𝑙]
𝐽≠∅

(−1)|𝐽|−1
∣
∣
∣
∣
⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘

∋𝑥

∣
∣
∣
∣

D.h. 𝑥 wird genau:

∑
𝐽⊆[𝑙]
𝐽≠∅

(−1)|𝐽|−1 =
𝑙

∑
𝑠=1

(𝑙
𝑠) · (−1)𝑠−1

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(−1)·∑𝑙

𝑠=1
⎛⎜
⎝

𝑙
𝑠
⎞⎟
⎠
(−1)𝑠

= 1

𝑙
∑
𝑠=0

(𝑙
𝑠) (−1)𝑠 = 0

Anna Brede 7



Grundlagen und diskrete Strukturen - Yury Person - Vorlesung 13 2022-11-22

der einzige Term, der fehlt ist (𝑙
0) · (−1)0 = 1

d.h.

𝑙
∑
𝑠=1

(𝑙
𝑠) (−1)𝑠 = −1

D.h. jedes 𝑥 ∈
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 wird auf der rechten Seite genau einmal gezählt. �

(Bemerkung: (−1)𝑠+1 = (−1)𝑠−1)

Eine andere/alternative Form für die Siebformel:

𝐴1,…,𝐴𝑛 ⊆ 𝑋, |𝑋| < ∞

⋂
𝑗∈∅

𝐴𝑗 ∶= 𝑋 (Notation)

Dann gilt:

∣𝑋
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣ = ∑
𝐽⊆[𝑛]

(−1)|𝐽| · ∣⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

= |𝑋| − ∣
𝑛
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖∣ = ∣⋂
𝑗∈∅

𝐴𝑗∣ − ∑
𝐽⊆[𝑛]
𝐽≠∅

(−1)|𝐽|−1 ∣⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣
⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Anwendung:

Sei 𝑛 ≥ 2, sei 𝑛 = ∏𝑟
𝑖=1 𝑝

𝑒𝑖
𝑖 mit 𝑝𝑖 Primzahlen, 𝑒𝑖 ≥ 1 die (eindeutige) Primfaktorzerlegung von 𝑛

Dann gilt:

𝜑(𝑛) = 𝑛
𝑟
∏
𝑖=1

(1 − 1
𝑝𝑖
)

→ Eulersche 𝜑-Fkt.
Beweis:

definiere Mengen (𝐴1…𝐴𝑟)

𝐴𝑗 ∶= {𝑑 ∶ 𝑑 ∈ [𝑛], 𝑝𝑗|𝑑} ≤ [𝑛]
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Weil 𝑝1,…, 𝑝𝑟 verschieden Primzahlen sind gilt: ”𝑋”

∣⋂
𝑘∈𝐽

𝐴𝑘∣ =
𝑛

∏𝑘∈𝐽 𝑝𝑘
für 𝐽 ⊆ [𝑟]

Siebformel liefert:

𝜑(𝑛) = ∣[𝑛]
𝑛
⋃
𝑗=1

𝐴𝑗∣ = ∑
𝐽⊆[𝑟]

(−1)|𝐽| · 𝑛
∏𝑘∈𝐽 𝑝𝑘

= 𝑛
𝑟
∏
𝑘=1

(1 − 1
𝑝𝑘

) �
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