Grundlagen und diskrete Strukturen - Yury Person - Vorlesung 2 2022-10-14
Di: Menge A,B, a€ A, a¢ A, ACB, A=1B
A=A{a,b,c,..}
Aussagenlogik
Aussagen

wahr oder falsch

w f
1 0

Junktoren
-V, A
Wahrheitstafeln:
al-a

0] 1

110

alblaVvb|aNbd

0]0 0 0

01 1 0

110 1 0

111 1 1
Definition (weitere Verkniipfungen/Junktoren)
Implikation —
a—b:
‘a impliziert b” oder 'aus a folgt b’ oder 'wenn a, dann b’
Aquivalenz <
a$>b:
‘a genau dann, wenn b’ oder ’a ist aquivalent zu b’
xor 'Exklusives Oder’
axorb:
‘entweder a oder b’

albla—bla<b|axord

0]0 1 1 0

01 1 0 1

110 0 0 1

11 1 1 0
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Beispiel:
"Es regnet — die Strafle ist nass’ ist eine wahre Aussage

Beispiel:

S
IS
o

¢}
~

a A (

<
N\
S

(a AD)

el e ] k= = N e R en) =
== 0O O = OO
_ OO =k Ok OO0
— = = = Ok, Rk R o<
il ol i en ) Hen B en i en B en) Hw ]
= =0 OO0 O O O >
—__ O~ oo oo o>

=== O

Wabhrheitstafelverfahren

Satz:

Die Aussage a A (b V ¢) ist dquivalent zur Aussage (a A b) V (a A ¢)
Bedeutung

a logischer Ausdruck

Satz:

Seien a und b Aussagen. Die Aussage a — b ist zur Aussage —=b — —a dquivalent.

Beweis:
albla—=b|—-al|-b|-b— —a
0|0 1 1 1 1
01 1 1 0 1
110 0 0 1 0
111 1 0 0 1

Beispiel:

"Wenn es neblig ist, ist die Sicht schlecht.”

ist aquivalent zu:

"Wenn die Sicht schlecht ist, ist es nicht neblig.”
Bemerkung:

Die Zeichen — und <+ werden normalerweise nur in formalen Ausdriicken verwendet, wahrend wir
im normalen mathematischen Text die Zeichen = und < benutzen. (wobei die Bedeutung dieselbe
ist)
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Beispiel:

(a—b2=x<a?—2b+b* =2

Wir haben gesehen:
(a — b) <> (—b — —a) ist immer wahr
Die Aussagen (/Formeln), die immer wahr sind, heilen Tautologien.

Eine Aussage, die immer falsch ist, heifit Kontradiktion.

Bsp.:
—((a — b) <> (=b — —a)) ist immer falsch
Definition:

Zwei Aussagen /logische Formeln heiflen genau dann dquivalent, wenn a <> b eine Tautologie ist. Wir
schreiben dann: a = b

Folgendes gilt: (Beweise: Ubungsaufgaben)

Kommutativitdt: (a A b) = (b A a)

(aVvb)=(bVa)

Assoziativitét: a A (bAc) = (aAb) Ac

deswegen kann man auch a A b A ¢ schreiben
aV(bVe)=(aVb)Ve

Distributivitat a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac)

aV(bAc)=(aVDb)A(aVc)
Idempotenz a A a = a

aVa=a

—(—a) =a

de Morgans Regeln:

—(aAb) = (—a)V (—b)
—(a Vb) = (—a) A (—b)

Tautologieregeln:

Ist a eine Tautologie, so gelten:

aANb=b aVb=a
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(=(maAD)A(aVbd)=((—(—a))V(=b)A(aVbd)=(aV(=b))A(aVDd) Zav (mb) Ab) =aV'i=a

Vereinfachung der Klammerschreibsweise:

Negation bindet am stérksten (starker als 1,V —, <>, xor)
d.h. fiir (ma) Ab=—-a Ab
Konjunktion bindet starker als Disjunktion

dh:aAbVahec=(aAb)V(aAc)

Definition

Eine Aussageform (Pridikat) ist eine Aussage, in der eine (oder mehrere) Konstanten durch eine
(oder mehrere) Variablen ersetzt wurden.

Beispiel:

(1) a =2 ist eine Primzahl’ Aussage (w)
a(zx) = 'z ist eine Primzahl’ Aussageform

(2) a="243<6
alz,y) ="z +y <6

Durch logische Verkniipfungen erhalten wir aus Aussageformen weitere Aussageformen.

Beispiel:

(242 <5)A(x>0)
e 24z<5)=24+x<L£5=2+x>5

o (z=2)— (2% =4) Fir allAeu;S;%;! z gilt: (z=2) — (22 =4)
Def.
Sei a(x) eine Aussageform und M eine Menge, dann ist
(Ve € M)a(x)
die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn a(x) fir alle Elemente x € M gilt (wahr ist).
Das Zeichen V heifit Allquantor
Beispiel:

(Vz € N)(x =2) — (22 =4)
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Bem.

Um die Lesbarkeit zu erhohen, schreiben wir auch:

Ve e M :a(x)|:. gilt”

Def.
Sei a(x) Aussageform, M eine Menge. Dann ist

(Jx € M)a(x)

die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn es mindestens ein Element z € M gibt, so dass a(x)
wahr ist.

Das Zeichen 3 heifit Existenzquantor

dr e M :a(x)

wir sagen: "Es gibt ein x in M mit a(x)” oder "Es gibt ein = in M, so dass a(x) gilt.”

Ve e M :a(x)
wir sagen: "Fir alle z in M (aus M) gilt a(z)” oder "Fiir jedes x in M (aus M) gilt a(z)”

Jx € N: 22 =4 wahr
Ve e N: a2 >0 wahr
—(AreN:22=4)=VreN: 2% +4

Regel:

—(Fx € M : a(x)) =Vr € M : —(a(x))
—~(VzeN:22>0)=3r e N: 2% #0(z? <0)

Regel:

(Ve e M :a(x)) =3x € M : —=(a(z))

Vr € N(Jy € N: 22 > y) falsch (z.B. withle z = 1 dann gibt es kein y)

Negation: 3z € NVy e N:y <y
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