Grundlagen und diskrete Strukturen - Yury Person - Vorlesung 8 2022-11-04

A Menge: endlich, falls A endlich viele Elemente enthélt (Schreibweise: |[A| < oo )

”unendlich”

Ist A nicht endlich, so heif3t A unendlich.
Def.
Sei A eine Menge. A heifit abzahlbar, falls es eine Bijektion f: N — A gibt oder A endlich ist.

Mengen, die nicht abzéhlbar sind, heiflen iberabzéhlbar.

Beispiele: (abz. Mengen): N, Z, Q

Bsp (iiberabzéhlbare Menge): R

0,1):={xeR:0<z <1}
"offenes Intervall (0,1)”

a,beR a<b:

(a,b) :={z€R:a<x<b}
[a,b] :={z €R:a <z <b}
[a,b) :={z€R:a<z<b}

(a,b) :={r eR:a <z <b}
Satz:
(0,1) ist tiberabzéhlbar. (d.h. es gibt keine (!) Bijektion von N nach (0, 1))
Beweis:

ae(0,1):

a = 0,aya5a5..., wobeia; € {0,1,...,9} Dezimaldarstellung

Beweis durch Widerspruch:

sei f: N — (0,1) eine Bijektion

(1) = 0,811512813---
©(2) = 0, 591599893

©(3) = 0, 531532833
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go(n) =0, Sn15n25n3 - SnnSn(n+1)Sn(n+2)-+

e(n+1)=0,...

Wir definieren, ausgehend von der Diagonalen (s;7, Sq9, S33,...) €ine Zahl a € (0, 1), welche in der
Aufziahlung nicht vorkommt, d.h. fiir alle n € N gilt: ¢(n) # a

a = 0,aqa90a5...a,,...

4, falls s;; #4
4= 5, falls s;;, =4

Beispiel:
(1) =0,123...
v(2) =0,143...
©(3) =0,144...
a =0,455...

Da a in der Aufzahlung (1), ¢(2), ... von (0, 1) nicht vorkommt, erhalten wir einen Widerspruch zur
Annahme (,dass (0,1) abzéhlbar). Also muss (0, 1) tiiberabzahlbar sein. [

Erinnerung:

Aufzahlung einer Menge A ist eine surjektive Abbildung ¥ : N — A.

Erinnerung:

Zwei Mengen A und B sind gleichméchtig, falls es eine Bijektion zwischen A und B gibt.
Beispiele:

N und Q sind gleichméchtig.

Q und R sind nicht gleichméchtig.

Sind A und B endlich, so gilt:

A und B sind gleichméchtig < |A| = |B|

Deswegen:

|A| Méchtigkeit von A oder: Kardinalitdt von A
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Beispiele:

M::{xElR:le}

N:={zeR:z>2}
M und N sind gleichméchtig, denn:

E { M— N ist eine Bijektion

r—x+1

Andere Schreibweise fiir M und N:

M=[l,0)={zeR:1<x< o0}

N =[2,00)
L={zeR:z<1}=(—00,1)={zeR: —co <z <1}
L'={zeR:—oco <z <1} =(—00,1]
| L'—=M
e —x 42
L" :=[—1,00)
Bem.:

L und M sind gleichméchtig (Aufgabe)

Q:| (K1) — (Kb5)| Kérperaxiome:

K =1{0,1}
+]0 1
00 1
11 0
0 1
0/0 0
110 1

0 entspricht einer geraden Zahl

1 entspricht einer ungeraden Zahl
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Bsp.
Uhr

0 fiir 12

/9+5/ :/ 2/

Modulare Arithmetik.

Division mit Rest

Sei a € Ny, n € N

Wir kénnen a durch n teilen, indem wir mehrfach von a die Zahl n abziehen (subtrahieren), bis eine
Zahl r mit 0 < r < n iibrig bleibt. Die Zahl r nennen wir den Rest der Division von a durch n und

bezeichnen mit |a mod n

Wir sagen: r ist der Rest von a modulo n.

aceZ, a<0

a mod n erhalten wir, wenn wir zu a n solange addieren, bis wir eine nichtnegative Zahl erhalten.
Def.

Seiae”Z, neN

Wir definieren als die kleinste ganze Zahl » > 0, so dass es ein ¢ € Z mit

gibt.

Def.

Seia € Z, sein € N.

Die Zahl n heifit ein Teiler von a, falls es ein ¢ € Z gibt, so dass gilt:
Wir schreiben in diesem Fall: n|a

Sprechweise: n teilt a oder n ist ein Teiler von a
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Bemerkung;:

nla<3IgeZ:a=n-q

< amodn=0

Lemma:

Seien a,b,c € Z

1.) Aus a|b folgt a|bc

2.) Aus a|b und b|c folgt alc

3.) Aus alb und alc folgt al(sb + ct) fir alle s,t € Z
4.) Ist ¢ # 0, so gilt alb < ac|bc

Beweis:

Wir zeigen nur (2), der Rest ist Ubung.
(2) Aus a|b folgt (nach der Def.):

esgibteinsEZ:
Aus blc folgt: It € Z mit .

Setzt man fiir b = as ein bt = ¢ ein, so erhalten wir: s,t e’/

d.h. ale.
Def.

Seien a,b € Z, sein € N.

Sei a mod n = b mod n, so nennen wir a und b kongruent modulo n, und schreiben dazu:

KONGRUENT modulo n

'a=bmodn <

a und b besitzen denselben Rest modulo n
a=>bmodn &

a ist der Rest von b modulo n
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Lemma
Fir a,b € Z, n € N gilt a = b mod n genau dann, wenn a|(a — b).
Beweis: (genau dann, wenn: [< )

Sei r, € Z mit 0 < r, <n der Rest von a mod n.

Dh. 3¢, €Z:r,=a—q, 1|

Analog: 1, € Zmit 0 <ry <n

g |1y =b—q, 1

"=" a =bmod n heifit: r, =r,

he:

a’_Qan:b_qbn

a—b=qn—qn=I(q,—q) k

n|(a — b)

'<" a=a,+qn
b=r,+qn
a__l):Ta_Tb+<Qa_Qb>'n

Da n|(q, — g,)n, und n|(a — b) teilt (Vor.), muss n auch r, — r, teilen.

0<r,<n
OSTb<TL
dh. 0<|r,—m| <n

Also muss |r, — | = 0 sein, daher gilt: r, = r,.
Dh.a=bmodn O

Lemma

Seien x,y,a,b € 7

Sei n € N Gelten: = =y mod n und a = b mod n, so gelten:

1) z+a=y+bmodn

2) x—a=y—bmodn
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3) za =ybmodn

4) 2% = y? mod n fiir alle d € N

Beweis: Ubung:

(3) x=ymodn folgt: g€ Z:(x—y)=q-n
a=bmodn folgt: Is€Z:(a—b)=s-n
rT=y+qgn

a=b+ sn

za = yb + bgn + ysn + qsn>

za—yb = (bg +ys + gsn)n
Also, nach dem Lemma davor gilt:
ra = yb mod n

Lemma:
Die Kongruenzrelation modulo n ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis:
Sein €N
a=bmodn

{(a,b) € Z?> :a=bmodn} ="="<7?
reflexiv: a = a mod nVa € Z
symmetrisch: a = b mod n = b =a modn
transitiv: a = b mod n : n|(a — b)
b=cmodn:n|(b—c)
Alson"((a—b)+(b—c)) = (a—c)
= a = cmod n.

Mit =, bezeichnen wir also auch die Aquivalenzrelation auf Z.
o =,C7%:={(a,b) €7%:a=bmodn}

a €7 Aquivalenzklasse von a:

lal= =={beZ:a=bmodn}={beZ:n|(a—0b)}
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Die Menge [a]— wird eine Restklasse von a modulo n genannt.

kurze Schreibweise: [a]

Beispiel: n = 2:
0], = { gerade ganze Zahlen} = {2k : k € Z}
[1]=, = { ungerade ganze Zahlen} = {2k +1: k € Z}

n=2>5:

(n) funf Restklassen:

(jede Restklasse entspricht einem Rest zwischen 0, 1,...,n — 1 bei der Division modulo n)

0] = {5k : k € Z}
] ={5k+1:kez}
2] = {5k +2: ke 7}
3] = {5k +3:k €7}
4] = {5k +4: ke 7}
[5] = [0]

Bem.
Restklasse von modulo n = Aquivalenzklasse von a bez. =,,.

Def.

Jede Restklasse [a]- enthélt genau eine Zahl 7 € {0,1,...,n—1} mit [r]- = [a]l= . Und wir nennen
r den Repréasentanten dieser Restklasse.

Def.
Die Menge aller Représentanten bezeichnen wir mit
Z,:={0,1,..,n—1} firneN

Additon und Multiplikation in Z,,:

a,be”Z,

Summe in Z

a+b = (a+b) modn

Summe in Z,,

Multiplikation in Z

a-b = (a-b) mod n
Produkt/Mult. in Z,,
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